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Zusammenfassung

Fiir die Kédufer von Sammelbildern stellt sich hdufig die Frage, wie viele Kéufe sie téti-
gen miissen, um eine bestimmte Anzahl von Bildern, die zu Gruppen in Tiiten verpackt
sind, zu erhalten. Zur Losung dieser und dhnlicher Fragen untersuchen wir Verallgemeine-
rungen des Belegungsproblems (Occupancy Problem) und des Couponsammlerproblems
(Coupon Collector’s Problem). Wéhrend in den Grundmodellen jeweils nur ein Element
(eine Sammelkarte) gezogen wird, beriicksichtigt das Komiteeproblem (Committee Pro-
blem) die gleichzeitige Auswahl mehrerer unterschiedlicher Elemente. In diesem Sinne
verallgemeinern wir auch das Couponsammlerproblem. Unter Verwendung von Ansétzen
der Stichprobentheorie und der Kombinatorik erweitern wir schliefilich die Modelle, um

fiir die einzelnen Bilder individuelle Auftrittswahrscheinlichkeiten erlauben zu konnen.

Schliisselworte: Urnenmodelle, Occupancy Problem, Coupon Collector’s Problem, Com-
mittee Problem, Ziehen ohne Zuriicklegen, Auswahl mit unterschiedlichen Wahrscheinlich-

keiten
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1 Einleitung

Der weltweit operierende Panini-Konzern! gibt zu bestimmten Themen Tiiten mit Sam-

melbildern (im Folgenden auch als ,, Karten“ oder ,,Sticker* bezeichnet) heraus.

Im Rahmen der aktuellen Bundesliga-Saison 2003/2004 beispielsweise enthalten die ver-
kauften Tiiten jeweils 7 unterschiedliche Bilder aus einer Gesamtanzahl von 498 Bildern.
Die némliche Situation finden junge und alte Zauberlehrlinge vor, die ihrer Begeisterung
fiir Harry Potter mit der Sammlung solcher Bildchen freien Lauf lassen. Im Bundesgebiet
soll es etwa 55.000 Einzelhéndler geben, die die bunten Tiiten meist in direkter Kassennéhe
anbieten. Die Sticker werden millionenfach produziert und laut Panini zu einer ,,optima-
len* Mischung zusammengestellt. Unter den Sammlern haben sich teilweise Tauschborsen
gebildet, das Internet gibt dariiber reichhaltig Auskunft.

Wir wollen hier in einer Fortfithrung der Arbeit von Réssler (2003) und unter Nutzung
der von Grottke (2003) in einem anderen Zusammenhang diskutierten Methoden den
folgenden Fragen nachgehen, die im Laufe der Zeit von einigen Bildersammlern an uns

gestellt wurden:

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, nach einer festgesetzten Anzahl an Kaufen
eine beliebige Anzahl an unterschiedlichen Bildern zu besitzen? Wie viele unter-

schiedliche Bilder kann ein Sammler im Durchschnitt erwarten?

2. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, nach zusétzlichen Kaufen weitere der bislang
fehlenden Bilder zu erhalten? Wie viele dieser fehlenden Karten wird man erwar-

tungsgeméfl besitzen?

3. In Umkehrung der ersten Frage wollten Sammler wissen, mit welcher Wahrschein-
lichkeit sie nach einer beliebigen Anzahl an Kaufakten eine festgesetzte bzw. ange-
peilte Zahl an unterschiedlichen Bildern gesammelt haben werden? Wie viele Tiiten
sind im Durchschnitt zu kaufen, um das gesteckte Ziel zu erreichen? Und welche
Anzahl an Kéaufen wird mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% nicht

iiberschritten?

4. Ein Sammler, der bereits etliche verschiedene Karten vorliegen hat, mochte durch
weitere Kdufe eine festgelegte Zahl an zusétzlichen Karten erwerben. Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ihm dies in einer bestimmten Anzahl an Kaufakten

gelingt? Mit welcher Zahl an zusétzlich zu kaufenden Péckchen muss man rechnen?

Zur Beantwortung dieser Fragen nehmen wir grundsétzlich an, dass die Bilder zufallsartig

auf die Tiiten verteilt werden und jeder Kéufer nur aus selbst gekauften Tiiten sammelt.

!Siehe dazu die Website http://www.panini.de.



In Wirklichkeit werden die Bilder natiirlich getauscht, genauso denkbar ist es auch, dass
einzelne Bilder vom Verkéufer vorenthalten werden. Den ersten Fall wollen wir hier nicht

modellieren, den zweiten Fall werden wir in abgeschwéchter Form besprechen.

Im folgenden Abschnitt gehen wir zunéchst von Sammelbildern aus, die einzeln verpackt
sind und eine identische Auswahlwahrscheinlichkeit besitzen. Im dritten Abschnitt wird
zwar weiterhin angenommen, dass alle Karten mit gleicher Wahrscheinlichkeit produziert
werden, allerdings sind sie nunmehr als Gruppen in Tiiten verpackt. Eine weitere Annéhe-
rung an die Realitét erfolgt im vierten Abschnitt, in welchem der Fall unterschiedlicher
Auswahlwahrscheinlichkeiten fiir die Bilder untersucht wird. Der fiinfte Abschnitt fasst

schlieflich die Ergebnisse noch einmal zusammen.

2 Einzeln verpackte Bilder mit gleichen Auswahlwahr-

scheinlichkeiten

Es sei zunéchst angenommen, dass es insgesamt N Bilder gibt, die gleichwahrscheinlich

produziert werden; zudem soll sich in jeder Tiite lediglich ein einziger Sticker befinden.

2.1 Untersuchung des Resultats einer fixen Anzahl an Kéiufen

Die erste Fragestellung, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Sammler nach dem Kauf von
x Péackchen eine bestimmte Anzahl unterschiedlicher Bilder (z. B. 100) besitzt, fithrt zum
so genannten Belegungsproblem (Occupancy Problem). Dessen Name riithrt von der Be-
trachtung des Sachverhalts im Rahmen eines Urnenmodells her: Auf N Urnen werden z
Balle nacheinander zuféllig verteilt, wobei die Aufnahmefihigkeit einer jeden Urne unbe-
grenzt ist. Die uns interessierende Wahrscheinlichkeit entspricht dann genau derjenigen

dafiir, dass 100 Urnen mit mindestens einem Ball belegt sind.

Die Zufallsvariable U, bezeichne die Anzahl dieser unterschiedlichen , Treffer nach x
Versuchen. Bezogen auf unsere Sammelbilder ist dies also die Zahl der mindestens einmal
erworbenen Sticker. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese genau den Wert u,, annimmt,

ist gleichbedeutend mit dem Eintreffen von exakt N — u, der folgenden Ereignisse:
By := ,Bild [ ist in keinem der gekauften P#ckchen enthalten®, [ =1,2,.... N (1)

Das Ereignis Uygg = 70 bedeutet beispielsweise, dass bei 100 K&dufen 70 unterschiedliche
Sticker gesammelt werden konnten, was impliziert, dass die restlichen N — 70 Bilder in

keinem der 100 gekauften Péackchen enthalten waren.



GemésB Feller (1977), S. 106, lasst sich die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt von genau

k aus N Ereignissen By, By, ..., By berechnen als
N-k N—k
kE+3j kE+j
R = 3 (0 (F1 ) s = 2 ()5 2)
Jj= Jj=

Hierbei summiert Sy, jeweils fiir alle moglichen Kombinationen von k+j aus N Ereignis-
sen die Wahrscheinlichkeiten, dass zumindest diese k + ;7 Ereignisse gemeinsam auftreten;

Sp wird auf 1 gesetzt. Es gilt also:

=

50:17 SIZZP(BH)a

11=1

N-1 N N-2
:Z Z P(B;, N By,), :Z Z Z P(Bi, 0 Bi, N Byy),

11=119=t1+1 11=11i9=01+1 i3=i2+1

Fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten folgt aus Gleichung (2):

o N —u, +7
P(U:v - u:v) - P[N—uz,N} = Z(_]')J( ] ])SN—Ux“l‘j : (3)
=0

Die Wahrscheinlichkeit P(Uygp = 70) ist damit gleichbedeutend mit der Wahrscheinlich-
keit Piy_7o,n], némlich genau N — 70 der N Bilder nicht in den 100 K&ufen zu erhalten.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt von mindestens N —u,+j bestimmten Ereignissen
(also dafiir, dass nach x Kéufen mindestens N —u, +j bestimmte Felder im Sammelalbum

leer bleiben) betragt

(N— (N]; ux+j)>“” _ <u]\7j> |

weil sich in jeder der x Tiiten einer von w, — j Stickern befinden darf, wéhrend insge-
samt jeweils N Moglichkeiten bestehen. Da N — u, + 7 bestimmte Bilder auf (

verschiedene Arten festgelegt werden konnen, gilt:

B N Uy — 7\
SN““””_(N —uﬁj)( N > ' @

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt dann:

pe=w) = () S0 (") - ®)

=0 J

N— uT—I—j)




Aufgrund des wechselnden Vorzeichens und der relativen Groéfle des ersten Binomialkoef-
fizienten einerseits und der Summe andererseits kann es bei der Berechnung der Wahr-
scheinlichkeiten mithilfe von Formel (5) zu numerischen Problemen kommen. Finkelstein

et al. (1998) schlagen deshalb die Implementierung der rekursiven Gleichung

N —u,+1

PU, =u,) = N

P(Upy = uy — 1) + UN P(Up_1 = uy) (6)
mit den Startwerten
P(Ulz]_):]_, P(Ulzul):O fiir U1:O,2,37,N

vor. Diese Formulierung ist darauf zuriickzufiihren, dass nach x Kaufen exakt u, verschie-
dene Karten gerade dann gefunden wurden, wenn entweder die ersten x — 1 Tiiten u, — 1
unterschiedliche Bilder enthielten und das u,—te Bild mit der letzten Tiite erworben wur-
de oder aber bereits die # — 1 zunéachst erworbenen Packchen dem Sammler u, Karten
eingebracht hatten und der letzte Kauf ohne Erfolg blieb.

Trotz der mit ihr verbundenen numerischen Schwierigkeiten ist die Kenntnis der geschlos-
senen Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion (5) eine grofie Hilfe fiir die Herleitung des Er-
wartungswertes von U,. Sie gehort ndmlich zur Klasse der faktoriellen Reihenverteilungen

(s. Johnson und Kotz (1977), S. 87 f.), diskreten Verteilungen, welche die allgemeine Form

PY =y = (z) A;{e()(]) fir y=0,1,2,... (7)

aufweisen, mit
a0 =3 (1) - s ),

Jj=0

und deren Erwartungswert

CAfe-1 [ fO-1)
EY)=0-—— =7 {1 700) 1 ®)

betrégt.
Aufgrund der Entsprechungen f(y) = y*, y = u,, und § = N lautet der Erwartungswert

von U,

s v [i- O (1), .



Beispiel 2.1 Fir unsere 498 Fufsball-Sammelkarten lisst sich mittels Gleichung (6) die
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzahl der nach dem Erwerb von 700 einzeln ver-
packten Bildern im Sammelheft gefiillten Liicken berechnen. Da Uqgg mit fast hundertpro-
zentiger Sicherheit einen Wert zwischen 350 und 405 annimmdt, ist in Abbildung 1 dieser
Ausschnitt dargestellt. Die griofste Wahrscheinlichkeitsmasse von 5.63 Prozent ruht auf
dem Wert 376, und der Erwartungswert der Verteilung betrdgt

1 xX
BU,)=700-{1—(1——) | =376.0557.
(U,) = 700 { ( 700)] 376.0557

Somit kann ein Sammler erwarten, dass er nach dem Kauf von 700 einzelnen Karten im

Schnitt ca. 376 unterschiedliche Bilder sein Figen nennt.

0.05
|

P(Uqg0 = U700)
0.03
|

0.02
|

0.01
|

350 360 370 380 390 400

0.00

U700

Abbildung 1: Wahrscheinlichkeitsverteilung von Uz bei einzeln verpackten Karten

Ist ein Sammler bereits mit partiellem Erfolg seiner Leidenschaft nachgegangen, so in-
teressiert ihn weniger die Ausgangslage als vielmehr die folgende (zweite) Fragestellung:
,Jetzt, nachdem ich z’ Tiiten gekauft habe, besitze ich schon ¢ verschiedene Karten. Wel-
che Chance habe ich, nach insgesamt z > x’ Kéufen genau u, > ¢ Liicken im Album

gefiillt zu haben?“

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung P(U, = u, | Uy = c¢), auf die sich unser
Sammler bezieht, kann ebenfalls gemafl der oben beschriebenen Vorgehensweise hergeleitet

werden. Da nunmehr nur noch N —c¢ der Ereignisse B; aus (1) betrachtet werden - ndmlich
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diejenigen, welche die bisher noch nicht erhaltenen Bilder betreffen - ist Gleichung (3)

folgendermaflen anzupassen:

Uy —C

(N —uy +J
P((]$ = u:l?‘Ua:’ = C) = P[N—c—(uz—c),N—c] = Z(—l)j( j j>SN—ugc+j (10)

J=0

Da die Wahrscheinlichkeit dafiir, N — u, 4+ j bestimmte Karten in den z — 2’ zusétzlichen

Versuchen nicht zu erwerben,

Uy — ] z—x'
N

Nﬁ;‘jﬁ) unterschiedliche Moglichkeiten gibt, diese N —u, + j Karten aus

den N —c noch ausstehenden zu wihlen, lautet die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

betréigt und es (

P =, U =0 = (1 °) N**“E(—l)j (" 7Y

Uy — C J

Vergleicht man dieses Ergebnis mit Gleichung (5), so zeigt sich, dass die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P(U, = u, | Uy = c¢) identisch ist mit derjenigen dafiir, beim Kauf von
x — 2’ einzeln verpackten Karten exakt u, —c von N — ¢ bestimmten Bildern zu erlangen,

wobei insgesamt N Bilder produziert werden.

Rekursiv lédsst sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung wiederum mittels der Formel (6)

berechnen; allerdings sind als Startwerte nunmehr
P(Ugc/ = C) = 1, P(le = Ux/) = OVUI/ 7& C (12)

zu verwenden.

Eine wesentliche Rolle spielt die geschlossene bedingte Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion
fir der Ermittlung des bedingten Erwartungswertes E(U, | Uy = ¢). Die Gleichung (11)
kann auch als Wahrscheinlichkeit P(U, — ¢ = u, — ¢ | Uy = ¢) interpretiert werden. Bei
dieser handelt es sich um eine faktorielle Reihenverteilung, wie sich durch die Setzung

fy) = (W+c)**, y=uy —c, # = N — c in Gleichung (7) zeigen ldsst. Somit gilt

EU, —c|Upy=c)=(N—c)- [1_%} =W=a: [1_<1_%>H,]

und



Ist N — ¢ klein genug, kann aber auch die geschlossene Form (11) handlich dargestellt und
zur Ermittlung der Wahrscheinlichkeiten verwendet werden, wie das folgende Beispiel

zeigt.

Beispiel 2.2 FEinem eifrigen Sammler fehlen nach x' Kaufakten nur noch 3 von insgesamt
498 Bildern. Fir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von U, folgt aus Gleichung (11)

4 z—x'
P(U, = 495 | Uy — 495) — (4—32) |

496\ * 495\
P(U, = 496 | Uy = 495) = 3( — _
(Us = 496 | Uy = 495) 3(498) 3(498) ’

497\ 496\ " 495\
P(U, = 497 | U, = 495) = 3(@) —6<4—98) +3(@) :

497\ 496\ /495\* "
P(U, =4 L =495) = 1-3( =L i (=2 .
(U, =498 | U 05) 3 (498) +3 (498) (498)

Plant unser Sammler, weitere 700 einzeln verpackte Karten zu erwerben, so betrdigt die be-
dingte Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Gesamtzahl der am Ende mindestens einmal

vorhandenen Sticker

P(Uyrpro0 = 495 | Uy = 495) = 0.0146,  P(Upry700 = 496 | U, = 495) = 0.1357,
P(Uprprop = 497 | Uy = 495) = 0.4195,  P(Uprsro0 = 498 | U = 495) = 0.4302.

Nur mit etwa 43% Wahrscheinlichkeit wird sich somit der Traum wvon einem komplett
gefiillten Album erfiillen lassen. Im Durchschnitt kann der Sammler damit rechnen, nach
weiteren 700 Kaufen letztlich

498

E(Uyir00 | Uy =495) = Z U +700 P (Us 4700 = Uary700 | Uy = 495)

Uyt 4700 =495

= 497.2654  bzw.

1 700
E(Uy im0 | Uy = 495) = 498 — 495 - (1 - @) = 497.2654

der Bilder sein Eigen zu nennen.

2.2 Untersuchung der nétigen Anzahl an Kéiufen

Dreht man die Fragestellung um (wie bei Frage Nr. drei geschehen) und untersucht nicht
die Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt von Ereignissen nach einer vorgegebenen An-

zahl von Kaufakten, sondern die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl der Kéaufe, die

9



notig sind, um ein bestimmtes Ergebnis zu erzielen, so befindet man sich im Bereich der
so genannten Couponsammlerprobleme (Coupon Collector’s Problems). In der englisch-
sprachigen Literatur werden diese auch als Sequential Occupancy Problems (sequentielle
Belegungsprobleme) oder Dizie Cup Problems (sinngemdf§ Eiscremebecher-Probleme?)
bezeichnet.

Die Zufallsvariable X (m) zihle die Anzahl der Tiitenkéufe, die bis zum erstmaligen Vor-
liegen von m unterschiedlichen Karten vonnéten sind. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

von X (m) ist naturgeméf eng mit derjenigen von U, verbunden; es gelten z. B. die Zu-

sammenhénge?

P(X(m) <z) = P(Us, 2 m) (13)
und

P(X(m) =) = P(Uy 2 m) = P(Up—1 > m). (14)

Da genau dann exakt x Kéufe erforderlich sind, wenn in den ersten z —1 Kéufen insgesamt
m — 1 Bilder erworben wurden und das m-te Bild sich gerade in der x-ten Tiite befindet,
folgt zudem unter Riickgriff auf Gleichung (5)

N—(m-1)

P(X(m)=x) = —N P(U,-1 =m—1) (15)

B (JTX } 1) N 2 (-1 (m; 1) (m—1-5)"",

Aus numerischen Griinden kann eine Implementierung dieser Wahrscheinlichkeiten in Ver-

bindung mit der rekursiven Formel (6) vorteilhaft sein.

Beispiel 2.3 Fiir unser konkretes Beispiel der 498 einzeln verpackten Fufiballbilder wurde
die Wahrscheinlichkeitsvereilung der Anzahl der zur Fillung eines neuen Albums erfor-
derlichen Titenkdufe unter Verwendung der rekursiven Berechnungsweise ermittelt. Der
Bereich zwischen 2000 und 6000 Kdiufen, der iber 99.7 % der Wahrscheinlichkeitsmasse
auf sich vereint, ist in Abbildung 2 dargestellt. Die grofite Wahrscheinlichkeit (in Hdéhe
von 0.0744 %) wird von dem Wert 3090 erreicht. Da die Verteilung offensichtlich rechts-
schief ist, ist der Erwartungswert von X (498) hoher als dieser Wert. Basierend auf der

2Die englische Bezeichnung leitet sich von der Dixie Cup Company ab, die zwischen 1930 und 1954

die Deckelunterseiten der von ihr gefertigten Eiscremebecher mit Sammelbildern bedruckte.
3Vgl. mit den Formeln (13), (15) und (18) die Formulierungen in Abhiingigkeit von der Anzahl der
noch leeren Urnen bei Johnson und Kotz (1977), S. 155 f.
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fir 1 < x < 7500 berechneten Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich ein Erwartungs-
wert von 3379.18. Sehr viele Sammler, die versuchen, alle Bilder zu erwerben, werden
wm Durchschnitt also ca. 3379.18 Pdckchen erwerben miissen, um ihr Ziel zu erreichen,
und daber durchschnittlich jeweils etwa 2881 Karten nutzlos gekauft haben. Noch dra-
matischer ist die Anzahl der Kdufe, die ein Sammler mit 95-prozentiger Sicherheit nicht
tiberschreiten: Diese liegt bei 4567, tiiber neunmal so hoch wie die Anzahl der zu bestiicken-
den Felder. Da das 99%-Quantil der Verteilung 5378 betrdgt, kann das Risiko, das Heft
nicht vollstindig zu fillen, durch den Erwerb von 5378 Pdckchen auf unter ein Prozent

gedriickt werden.

<
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Abbildung 2: Wahrscheinlichkeitsverteilung von X (498) bei einzeln verpackten Karten

Einfacher als {iber die gesamten Wahrscheinlichkeitsverteilung - wie im Beispiel 2.3 -
kann man den Erwartungswert von X (m) berechnen, indem man X (m) als Summe der
Zufallsvariablen X; (i = 1,2,...,m) begreift. Hierbei steht X; fiir die Anzahl der Kéaufe,

die notig sind, um das i-te neue Bild zu erhalten.

Es ist klar, dass X; = 1 gilt, da beim allerersten Kaufakt jedes Bild noch neu ist. Bei der

zweiten Kaufphase betrdgt die Wahrscheinlichkeit dafiir, das bereits in Kaufphase 1 er-
1

» N

ist % Analog ist die Wahrscheinlichkeit, in der i-ten Kaufphase eines der bereits vor-

haltene Bild erneut zu kaufen und die Wahrscheinlichkeit, ein neues Bild zu erhalten,

handenen 7 — 1 Bilder erneut zu kaufen, genau % Allgemein betrégt fiir jeden der Kaufe

11



in der i-ten Kaufphase die , Erfolgwahrscheinlichkeit* dafiir, ein neues Bild zu ergattern,
N—i+t1

N
Da die Zufallvariable X; die Anzahl der Versuche (Tiitenkdufe) zahlt, die bei konstanter

Erfolgswahrscheinlichkeit erforderlich sind, um endlich einen Erfolg zu landen, folgt X;

einer so genannten geometrischen Verteilung® mit Erfolgswahrscheinlichkeit p; = &= Z“

N—i4+1[i—1\""
P(X; =) =pi(1—p))" ' = ]\;+ (ZN> firz; =1,2,....

Der Erwartungswert eines derart verteilt X; liegt bei

1 N
EX)=—=———"—.
Als Summe der Zufallsvariablen X; (i = 1,2,..., N) ergibt sich fiir X (/N) unter Nutzung

einer u. a. von Pdlya (1930) vorgeschlagenen Approximation der Erwartungswert

e = B(35) =30 =3 -3
~ N(].HN_’_C‘F%):N(].HN_}_O)"FO.E). (16)

Mit C' ist hierbei die Eulersche Konstante C' = 0.577215665... bezeichnet. Fiir sehr grofie

N wird mitunter auch die Naherung

B(X(N)) = Ni% ~ NN (17)

verwendet.® Der exakte Erwartungswert von X (m) lautet

E(X (ZX) ZE(XZ»): N_LMZNZ(N—HU—I (18)

1=1 =1 i=1

und kann fiir m < N unter Verwendung der selben Néherung wie in Gleichung (16) durch

E(X(m)) = B(X(N)) — N Z % ~ Nn (N]fm> - ﬁ (19)

approximiert werden.

4Fiir weitere Einzelheiten und Beweise zur geometrischen Verteilung siehe beispielsweise Casella und
Berger (1990), S. 98 f. Es ist zu beachten, dass manche Autoren mit X; nur die Misserfolge zihlen. Dann
hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X; die Form P(X; = z;) = p;(1 — p;)® fur z; = 0,1,..., und
ihr Erwartungswert ist E(X;) = (1 — p;)/p;-

S0 z. B. von Lu und Skiena (1999). Vgl. dazu auch Motwani und Raghavan (1995), S. 58.
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Beispiel 2.4 Der Erwartungswert der in Abbildung 2 ausschnittsweise dargestellten Ver-

teilung liegt ber exakt

498 498
(ZX) = 4982 = 3380.832.

Wiirde Panini die 498 Bilder einzeln verpackt verkaufen, miisste man also im Durchschnitt
3380.832 Kdufe titigen, um alle 498 Bilder zu erhalten. Genau diesen Wert liefert auch
Gleichung (16), wihrend sich gemdf$ Gleichung (17) ein approzimativer Erwartungswert
von 3092.88 ergibt.

Eine besondere Eigenschaft zeichnet die geometrische Verteilung aus: Sie hat , kein Gedéacht-
nis“. Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, in der i-ten Kaufphase nach bereits =/
getétigten erfolglosen Kéufen x; — z) weitere erfolglose Kaufe zu tun, gerade der Wahr-

scheinlichkeit fir z; — 2/ erfolglose Kaufe entspricht, d. h.

Tatséchlich stimmt diese Eigenschaft mit der Situation des Bildersammelns iiberein. Vie-
le Fehlkédufe (also der Erwerb bereits vorhandener Karten) erhthen im Rahmen einer
Kaufphase beim néchsten Kauf nicht die Chance auf ein ,,gutes” Péckchen mit einem der

gesuchten Bilder.

Dies bedeutet, dass sich fiir einen Sammler, der zum Zeitpunkt x’ bereits ¢ verschiedene
Sticker besitzt, die Anzahl der Kéufe bis zum Erwerb des m-ten Bildes als Summe der
Zufallsvariablen X .1, X.y0, ..., X;,, ergibt - unabhéngig davon, ob die c-te Karte im z'-
ten oder schon in einem fritheren Péackchen enthalten gewesen war. Somit betrigt der

Erwartungswert der notigen Kaufakte bis zum Fiillen der m-ten Liicke im Album

E(X(m)| Uy =c) = $+NZ N—i+1)"

i=c+1
N x’—i—Nln(N’c)—z(NN(c’;‘(;VC)m) fir c <m < N,
4+ NIn(N —c¢)+ NC +

(20)

2(N 3 fiirec<m=N.

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von X (m) ergibt sich unter Kombination

und Anpassung der Gleichungen (11) und (15) als

N—-m+1
N

N—-m+1 N —c¢ _1)m61 m—c—1 . 1
N (m—c—l) Z J (m=j=1

13

P(X(m) = a|Uys = ¢) = PUy s =m—1| Uy =0) (21)



Rekursiv kann diese Formel unter Riickgriff auf die Gleichung (6) und die Startwerte (12)

berechnet werden. Damit wére auch die vierte Fragestellung beantwortet.

Beispiel 2.5 Unser Sammler aus Beispiel 2.2 mdchte wissen, wie grofS die Wahrschein-
lichkeit dafiir ist, nach insgesamt v > ' Kdufen die drei noch ausstehenden Bilder er-
worben zu haben. Aus Gleichung (21) folgt fiir seine konkrete Situation die Wahrschein-

lichkeitsmassenfunktion

1
P(X(498) = x| Uy = 495) = 150 P(Uy—1 = 497 | Uy = 495)

1 497\ 496\ 7495\
- . 3( (2 y3( 22 ,
498 498 498 498
womit sich z. B. die Wahrscheinlichkeit P(X (498) = x' + 700 | U, = 495) = 0.00084 =

0.084% errechnen lisst. Im Schnitt ist zu erwarten, dass die Gesamtzahl der Kaufakte
, 498 ,
E(X(498) | Uy = 495) = ' + 4981n(3) + 498C + 5 - x4+ 917.5623

betrigt. Der Sammler muss sich also auf ca. 918 zusdtzliche Kdiufe einstellen.

3 Zu Gruppen verpackte Bilder mit gleichen Aus-

wahlwahrscheinlichkeiten

Die Situation, der sich ein Sammelbild-K&ufer gegeniibersieht, wenn in einer Tiite meh-
rere unterschiedliche Karten verpackt sind, wird in diesem und dem néchsten Abschnitt

untersucht. Hierbei werden sich Konzepte der Stichprobentheorie als hilfreich erweisen.

Wir gehen zunéchst davon aus, dass alle Bilder in der gleichen Stiickzahl produziert wer-
den und somit mit derselben Auswahlwahrscheinlichkeit in eine bestimmte Tiite gepackt
werden. Ist bei einem Wiirfel die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Augenzahl zu wer-
fen, fiir alle Zahlen gleich, so spricht der Statistiker von einem fairen Wiirfel. Analog dazu
konnen wir eine fiir alle Karten gleiche Auswahlwahrscheinlichkeit als ,,faire“ Tiitenfiillung

bezeichnen.

3.1 Einschluss- und Ausschlusswahrscheinlichkeiten bei gleichen

Auswahlwahrscheinlichkeiten

Beim Befiillen eines Péckchen werden die n Einheiten der Stichprobe aus einer Grundge-

samtheit £ = {ey, eq,...,en} aller N unterschiedlichen Bilder ohne Zuriicklegen gezogen,
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weil in keiner Tiite eine Sammelkarte doppelt enthalten ist. In der Stichprobentheorie
spricht man vom Ziehen einer Stichprobe mittels eines sukzessiven Auswahlverfahrens
ohne Zuriicklegen, vgl. Héjek (1981), S. 93 ff. Da jedes Bild die gleiche Auswahlwahr-
scheinlichkeit besitzt und die Reihenfolge, in der die Bilder in die Tiiten gepackt werden,
deshalb zunéchst nicht interessiert, wird eine so genannte ungeordnete Stichproben ohne

Zuriicklegen gebildet. Von dieser Art von Stichproben gibt es insgesamt

(0) = v

unterschiedliche Exemplare. Bezeichnet S die Menge der moglichen Stichproben, so gilt

fiir ungeordnete Stichproben des Umfanges n: S = {s1, $a, . . . ,S(N)}.

n

Tritt bei sukzessiver Auswahl ohne Zuriicklegen jedes Element mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit auf, haben auch die verschiedenen ungeordneten Stichproben eine identische
Auftrittswahrscheinlichkeit p(s), und es ist

1

(n)
Da die Reihenfolge nicht beachtet wird, kann sich jedes Element nur in (]X __11) Stichproben
befinden, weil ein Element vorgegeben ist und die restlichen n — 1 Elemente wiederum aus
N —1 Elementen zufillig gezogen werden. Die Wahrscheinlichkeit ;3 (n), eine bestimmte
Einheit e; = ¢ fiir ¢ = 1,2,..., N in einer ungeordneten Stichprobe vom Umfang n zu
finden, lasst sich angeben mit
(1) _m
() N

vgl. auch H4jek (1981), S. 51.

7T{i} (TL) =

Beispiel 3.1 Wenn wir ber den mit sieben unterschiedlichen Karten gefiillten Titen von
einem gleichwahrscheinlichen Bestiickungsalgorithmus ausgehen, betrdigt die Wahrschein-
lichkeit, zufdllig eine Tite zu kaufen, in der sich ein bestimmtes Bild befindet, gerade

7y (7) = 0.0140562  fiir jedes Bild i = 1,2, ..., 498.

498
Im Gegensatz zur Einschlusswahrscheinlichkeit 7;,(n) gebe die Auschlusswahrscheinlich-
keit v(;1(n) die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die Einheit ¢ nicht in einer ungeordneten
Stichprobe des Umfangs n enthalten ist. Offensichtlich gilt:

N-1 N— '
”Y{z’}(n): ((Z)> _ Nn:1—%:1—7r{i}(n), i=1,2---,N.
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Allgemein sei mit y4(n) die Wahrscheinlichkeit dafiir bezeichnet, dass sich die in der Men-
ge A C & angegebenen Elemente nicht in einer Stichprobe vom Umfang n befinden. Da
alle Einheiten die gleichen Auswahlwahrscheinlichkeiten besitzen, hangt ~v4(n) lediglich
von der Anzahl der Elemente in A ab, also der Méchtigkeit |A|. Egal, welche r Elemen-
te nicht in der Stichprobe auftauchen sollen, die Wahrscheinlichkeit, dass dies tatséchlich
eintrifft, ist jeweils gleich groB. Wir verwenden deshalb den Ausdruck 7y (n) fiir die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass r bestimmte Elemente nicht gezogen werden. Fiir eine Menge
der Méchtigkeit |A| = r gilt bei identischen Auswahlwahrscheinlichkeiten:

n

™ NN —=1)---(N —r+1)

n

o (N -nm)(N-n-1) - (N-n—r+1)

Ya(n) =y (n) =

Beispiel 3.2 Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige mit sieben Sammelkarten gefiill-
te Tiite keines der Bilder mit den Nummern 1, 11 und 111 enthdlt, liegt bei

(%) 491-490 - 489

Yoy (7) =3(7) = (%) T 498497 - 496

= 0.9583387,

also bei ca. 95.83%. Demgegeniiber betrdgt z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, beim Kauf

eines Ter-Pickchens zwei bestimmte Sticker nicht zu erhalten,

(%) 491490

7) = (wwy = Jog 407

= 0.9720572,

wahrend eine bestimmte Karte sich mit Wahrscheinlichkeit
7[1}(7) =1- W{i}(7) =1 —0.0140562 = 0.9859438.

nicht in einer zufdillig ausgewdhlten Tite befindet.

3.2 Untersuchung des Resultats einer fixen Anzahl an Kéiufen

Fiir den Fall gleicher Auswahlwahrscheinlichkeiten wurde die Fragestellung, wie grof3 die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist, nach dem Kauf von x Tiiten (welche jeweils n unterschied-
liche Bilder enthalten) exakt u, unterschiedliche Karten erworben zu haben, in der Li-
teratur bereits diskutiert. Wahrend Mantel und Pasternack (1968) auf die von ihnen als
Committee Problem (Komiteeproblem) bezeichnete Aufgabe die Methode der Induktion
anwenden, 16st Sprott (1969) sie {iber die von uns in Abschnitt 2.1 verwendete Formel (2)

fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftritts von k£ aus N Ereignissen.
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Da wiederum die Ereignisse B; aus (1) zugrunde liegen und der Erwerb von u, verschiede-
nen Bildern das Eintreffen von exakt N — u, dieser N Ereignisse impliziert, ist Gleichung

(3) auch hier giiltig.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens N — u, + j bestimmte Karten in keiner der

x gekauften Tiiten enthalten sind, betrdgt nunmehr allerdings

N—(N—-u+)\ (N (us—5\"(N\"

n n N n n ’
da jede einzelne Tiite einer von (1:5) moglichen Stichproben entspricht, wobei allerdings
nur (N - ;“”j)) Tiiten die Anforderung, die N — u, + j festgelegten Karten nicht zu

umfassen, erfiillen.

Diese N — u, + 7 Bilder konnen auf ( N_];; 4

Somit lautet die Wahrscheinlichkeitssumme

SN-upts = ( N —]L +j> (un_ J )(JZ) - (22)

und fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von U, folgt:

e = Q0 B

J=0

) Arten aus allen N Bildern gewéhlt werden.

Offensichtlich ist dies eine Verallgemeinerung der Gleichung (5), welche fiir den Sonderfall
n = 1 - also fiir nur mit einer Karte bestiickte Tiiten - gilt. Auch bei ihr handelt es sich
um eine faktorielle Reihenverteilung, was man erkennt wenn man, f(y) = (g)x, Y = Uy

und @ = N setzt. Demnach ist ihr Erwartungswert

wa=- - (") () - b5

Zur Berechnung von Gleichung (23) kann wiederum ein rekursiver Algorithmus imple-

mentiert werden. Ausgehend von den Startwerten
P(Ulzn)zl, P(Ulzul):() Vule,l,...,n—l,n—l—l,...,N (24)

lautet die Berechnungsvorschrift

min{n,uz } (N—uz—f—Aul-) (uL —Auz>

P(Um _ ux) _ Z Aug n—Aug

% - P(Uyp_1 = uy — Auy,). 25)
Augz=0 (n) ( ) (
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Beispiel 3.3 Es ist nun interessant zu untersuchen, inwiefern der gemeinsame Verkauf
von sieben unterschiedlichen Karten die Situation des Sammlers in Beispiel 2.1 verdndert.
Abbildung 3 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Uygy, also die Anzahl der minde-
stens einmal vorliegenden unterschiedlichen Karten nach dem Erwerb von 100 Tiiten mit
insgesamt 7 - 100 Bildern, sie beschrinkt sich hierbei wie Abbildung 1 auf den Ausschnitt
von 350 bis 405, in dem sich fast die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse befindet. Eine
genauere Betrachtung ergibt, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die 100 7er-Pdck-
chen leicht nach rechts verschoben ist: Der Modus der Verteilung (derjenige Wert von uyq,
welcher mit der grofsten Wahrscheinlichkeit auftritt) liegt bei 377; die mazimale Wahr-
scheinlichkeit betrdgt hierbei 5.65 Prozent. Im Durchschnitt kann der Sammler erwarten,
nach den 100 Titenkdufen

7 100
EU,) =498 [1—(1— —
(U:) = 498 [ ( 498)

unterschiedliche Karten zu besitzen. Die Erkldarung fir diese geringfiigige Verbesserung der

= 377.095

Erfolgsaussichten ist darin begriindet, dass der Sammler mit jedem Pdckchen auf jeden
Fall sieben verschiedene Bilder erwirbt. Dies reduziert - wenn auch nur in begrenztem
Mafle - das Risiko von Mehrfachkdufen einer Karte.
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Abbildung 3: Wahrscheinlichkeitsverteilung von Uy bei zu 7er-Gruppen verpackten

gleichwahrscheinlichen Karten
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Wie schon beim Belegungsproblem ist auch beim Komiteeproblem die bedingten Wahr-
scheinlichkeit P(U, = u, | Uy = c¢) identisch mit derjenigen dafiir, dass in x—z" Versuchen

genau u, — ¢ der N — ¢ noch interessierenden Elemente erfasst werden:

N —¢ N —(z—a") ug—c o Uy _j z—a'
PU,=u, |Uy=¢c)= —1)/ ) .
w=utve=a= (7)) e (7 )("7)

Der bedingte Erwartungswert von U, kann analog dem Vorgehen zur Ermittlung des Er-
wartungswertes der bedingten Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion (11) ermittelt werden
und lautet

E(U, |Up=c)=N— (N —c)- (1-%)3”/.

Die Verbindung zwischen den genannten Ergebnissen und den stichprobentheoretischen
Ausfithrungen im letzten Unterabschnitt wird deutlich, wenn man zur Kenntnis nimmt,
dass sich die Wahrscheinlichkeitssummen (22) auch mithilfe von Ausschlusswahrschein-
lichkeiten darstellen lassen:

N z
SNty = (N_u H) (v ()" (26)

Somit lautet die Wahrscheinlichkeitsverteilung von U,
N\ & Uy, z
P =) = () 0 (") G )" (27)
T =0

Da die Ausschlusswahrscheinlichkeit v} als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass n beliebige
Elemente in der Stichprobe landen, Eins betrégt, konnen auch die Gleichsetzungen f(y) =
(Vo—y(n))", y = u, und § = N gewiihlt werden, um offenzulegen, dass es sich bei (27) um
die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion einer faktoriellen Reihenverteilung (7) handelt.

Der Erwartungswert betrigt demnach

B(U,) = N+ [1= (u(m)7]. (25)

Ebenso konnen die Ausschlusswahrscheinlichkeiten in der Formulierung der bedingten

Wahrscheinlichkeitsverteilung von U, gegeben U, = c,

P(Us =, | Uy =c) = (N B ) Sy (“x; ) (vt (), (29)

Uy —¢) =
sowie ihres Erwartungswertes
E(U, |Up=c)=N—(N—c¢) (yyn)""

genutzt werden.
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Beispiel 3.4 Fir den fleiffigen Sammler, der in x' Kaufakten bereits 495 der 498 in

Ter-Titen verpackten Bilder erwerben konnte, ergibt sich aus Gleichung (29):

P(U, =495 | Uy = 495) = (7[3](7))“”‘““ = 0.9583387°",
P(U, =496 | Uy =495) = 3 (y(7)"" =3 (M)
= 3-0.9720572°* — 3.0.9583387° %,
P(U, =497 | Uy =495) = 3 (yu(7)" " =6 ((7)" " +3 (y(7)""
= 3.0.9859438%"% — 6. 0.9720572%% + 3 - 0.9583387% %,
PU, =498 | Uy =495) = (vo(1)" =3 (vw(™)" "+ 3 (vz(7)" "= (v (1) "
= 1-—3-.0.9859438""% 1+ 3.0.9720572*"% — (0.9583387* ',

In Analogie zu dem Sammler aus Beispiel 2.2, der weitere 700 einzeln verpackte Bilder
erwerben wollte, plant unser Sammler nun, v — x' = 100 zusdtzliche Ter-Pdckchen zu
kaufen. Hieraus folgt die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(Uy 100 = 495 | Uy = 495) = 0.0142, P (U 4100 = 496 | Uy = 495) = 0.1337,
P(Uy100 = 497 | Uy = 495) = 0.4183, P (U 4100 = 498 | Uy = 495) = 0.4338.

Der Sammler kann somit erwarten, nach seiner Kaufaktion

498
E(Upsin) = > Uwr100P (U100 = tarpr0 | Uy = 495) = 4972717 bz,

Uy 4100—=495

E(Uyy100) = 498 —3-0.9859438'° = 497.2717

Felder in seinem Sammelalbum gefillt zu haben. Dieser Erwartungswert ist geringfiligig
héher als der entsprechende in Beispiel 2.2. Auch hier zeigt sich der leichte Vorteil, den der
gemeinsame Verkauf mehrerer unterschiedlicher Bilder in einer Tiite fiir einen Sammler
bedeutet.

3.3 Untersuchung der nétigen Anzahl an Kéufen

Anstelle der Wahrscheinlichkeit dafiir, nach x Tiitenkdufen exakt u, unterschiedliche Kar-
ten erworben zu haben, soll nun wiederum die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X (m)
untersucht werden, der Anzahl der Kaufakte die vonnoten sind, um m verschiedene Karten

gesammelt zu haben.

Aufbauend auf der fiir einzeln verpackte Bilder giiltigen Gleichung (15) kann man die

Wahrscheinlichkeit fiir den Erhalt der m-ten Karte in der z-ten Tiite berechnen als die
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Wahrscheinlichkeit, nach dem z—1-ten Kauf weniger als m verschiedene Bilder zu besitzen

und im z-ten Péckchen zumindest die zur Ziellerreichung notigen Karten vorzufinden:

m—1 min{n,N—ugz_1}

P(X(m)=1z) = > Y P(AU, = Auy | Upy = tg1)

ug—1=max{0,m—n} Aug=m—uz 1

XP(Uwfl = uxfl)

m—1 min{n,N—ugz_1} -1
N —uz_q Ug—1 N
- Z Z < Au, ) (R—Auz> <n>

ug—1=max{0,m—n} Auz=m—uz 1

XP(Uxfl = uzfl)

(T

Ugp—
uz—1=max{0,m—n} o=l Augz=m—uz_1

N_uz—l Uz —1 - _k [ Uz—1 k vt
_1 Ug—1
(a6 g e ()
In Verbindung mit den Startwerten (24) und der Gleichung (25) ist mithilfe der ersten
beiden Zeilen dieser Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion eine rekursive Implementierung

moglich. Zur Bestimmung des Erwartungswertes von X (m) muss jedoch ein anderer An-

satz gewihlt werden.

Der Spezialfall m = N, also die Betrachtung der nétigen Kaufe zur Komplettierung eines
Satzes aus N Karten, wurde bereits von Pdlya (1930) analysiert. Wir verallgemeinern hier

seine Vorgehensweise, um generell den Erwartungswert von X (m) herzuleiten.

Der Ansatz basiert auf dem Zusammenhang (14). Wir benétigen also die Wahrscheinlich-
keiten dafiir, nach = — 1 bzw. x Kédufen mindestens m unterschiedliche Bilder zu besitzen.
Da die zugrunde gelegten Ereignisse auch hier diejenigen aus (1) sind, brauchen wir die

Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen von hdchstens N — u, dieser Ereignisse.

Somit stellt sich allgemein die Frage, wie man die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen
von hochstens k von N Ereignissen, bezeichnet mit P<j, 7, berechnen kann. Leichter féllt
hier zunéchst die Herleitung der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen von mindestens k

Ereignissen unter Verwendung von Gleichung (2):

s = 3o =35 e( )= Seva S ()

i=k i=k j j=k i=k
N k—1 . N
A -1

= Yy S eu(]) = s ey (1)

Jj=k =0 j=k

—k+1

o (k+g—2

= 2 Y 1( k1 )S’“ﬂ‘l

j=1



Dieses Ergebnis, nicht aber der Rechenweg, findet sich bei Johnson und Kotz (1977), S. 31.
Uber die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses folgt fiir P,y

N—k .
i (k+7—1
Parn) = 1= Popany=1-) (-1) 1( 2 )S’“ﬂ' (30)
=1

Da der Fall U, > u, bedeutet, dass hochstens N —u, von N Ereignissen eintreten, und die
Wahrscheinlichkeitssummen geméf Gleichung (26) iiber die Ausschlusswahrscheinlichkei-

ten ausgedriickt werden konnen, erhalten wir die Wahrscheinlichkeit
P(Ux > ux) = P[SNfuz,N]
- (N —u,+j—1 N .
= 1- —1)7t v et
S (NI (v ) )

J=1

- 1 (ii) uzz(—l)j‘l (i’) ﬁm (Yv—ue ()" (31)

j=1
Aus den Gleichungen (14) und (31) ergibt sich somit eine alternative Formulierung der
Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von X (m),

P(X(m)=x)=PU, >m)— P(Uy—1 >m)

- (Z> i(_l)j_l (T) m (V- ()" (1= Avmmssy(n))

j=1

Noch wertvoller ist Gleichung (31) jedoch fiir die Berechnung des Erwartungswerts von
X (m), bei der wir uns an den Ansatz von Pdlya (1930) anlehnen:

E(X(m)) = ix P(U, > m) — P(U, 1 > m)) i P(U, >m)—1)
= (Z) Y 17~ I(T) ﬁ;(v[N_m+j](n))m

- (m> 2(_1)j_1 (Zn) N —; +j 1- ’V[Nlerj](n) (32)

Das zweite Gleichheitszeichen gilt hierbei wegen lim, o z (P(U, > m) — 1) = 0.

Fiir den Spezialfall m = N zeigt Polya, dass sich der Erwartungswert folgendermafien

approximieren lasst:

N . N 1 N n ] -1 u )
;(_1) (J) T—qyn) (;N——Hl> 2.7 (33)
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Weiterhin wendet Polya auf die rechte Summe in diesem Ausdruck die von uns in Glei-
chung (16) verwendete Approximation an. Zudem erkennt er, dass das N-fache des Aus-
drucks in der runden Klammer den harmonischen Mittelwert der ganzen Zahlen zwischen
N —n + 1 und N darstellt; diesen ersetzt er durch ihr arithmetisches Mittel. Dieses
Vorgehen liefert die Naherung

E(X(N)) ~ 2]\7—2+H . (ln(N) o %) . (34)

Stange (1970), S. 59, zeigt, dass die relative Abweichung des arithmetische Mittels z
vom harmonischen Mittel weniger als ein Prozent betrigt, wenn jeder Einzelwert in dem
Intervall z 4+ 0.1 - Z liegt. Dies ist in unserem Anwendungsfall allgemein dann gegeben,
wenn ein Péackchen weniger als 1—21 -N+1 Bilder umfasst. Bei 498 Sammelkarten diirften sich
in einer Tiite also 91 Karten befinden. Als Alternative liefle sich fiir die runde Klammer in
Gleichung (33) aber auch die von uns bereits in Gleichung (19) genutzte Approximation

verwenden:

E(X(N)) ~ [m (N]i n) . 2N<£_ n)} o (m(N) +C+ 2%) (35)

Beispiel 3.5 Fiir unsere 498 verschiedenen Fuf$ballbilder, die in Ter Tiiten abgepackt

sind, ist in Abbildung 4 die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl der zur Fillung

eines neuen Albums notwendigen Kdufe dargestellt.
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Abbildung 4: Wahrscheinlichkeitsverteilung von X (498) bei zu 7er-Gruppen verpackten

gleichwahrscheinlichen Karten
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Hierbei zeigen wir den Ausschnitt von 286 (= 2000/7) bis 857 (= 6000/7), welcher demje-
nigen von Abbildung 2 entspricht. Das Maximum der Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion
liegt bei 438 Kdiufen, mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.524%. Aufgrund der Rechts-
schiefe der Verteilung ist der Erwartungswert auch hier grofier als der Modus. Gemapf der
Niherung in Gleichung (33) ergibt sich ein Erwartungswert von 480.0587. Pdlyas wei-
tere Approximation (34) liefert den Wert 480.0665, wihrend die von uns vorgeschlagene
Néiherung (35) den Erwartungswert mit 480.059 berechnet.

Das 95%-Quantil der Verteilung betrdagt 648. Ein Sammler, der sein anfinglich leeres
Album fiillen mdchte, muss also mit einer Sicherheit von 95% nicht mehr als 648 Tiiten
kaufen. Bei einem Finzelpreis von 50 Cent pro Tiite ist dies dennoch ein teures Vergniigen.
Das 99%-Quantil der Verteilung liegt sogar bei 763 Tiitenkdufen.

Wenn durch den Erwerb von 2’ Péckchen bereits ¢ der N Bilder gesammelt wurden, dann
liegen nach insgesamt x > 2’ Kaufakten genau dann mindestens wu, verschiedene Karten
vor, wenn in den zusétzlich erstandenen x — 2’ Tiiten hochstens N —u, der noch fehlenden
N — ¢ Bilder nicht enthalten sind:

P<Um > Uy | Uz’ = C) - P[gN—u,;,N—c]

g (N —u,+j—1 N —c¢ S~
= 1—§ —1)771 gt
=1 ( N —u, )(N—ugc—kj) (- ()

=1

— - () e () s ) @0)

J=1

Somit ergibt sich fiir die bedingte Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion der bis zum Vorlie-

gen von m unterschiedlichen Stickern nétigen Tiitenkédufe der Ausdruck

P(X(m)=xz| Uy =c)
= P(UzZm|Ux/:c)—P(Ux,12m|Ux/:c)

N (g - 2) g(_l)j_l (m]— C) N i)

X (1 = Y[N—m+j] (n)) :

Die analoge Anwendung des Ansatzes aus Gleichung (32) auf die Wahrscheinlichkeiten
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(36) fiithrt uns schlielich zu dem bedingten Erwartungswert

E(X(m) | Up=c)= Y a(PUy>m|Uy=c)—PUpy >m| Uy =c))
r=x'+1
= 2= Y (PU,zm|Uy=c)—1)
r=x'+1

e

pu N—-—m+j 1—vyn_m(n)

Der sich fiir den Spezialfall m = N ergebende bedingte Erwartungswert

E(X(N)|Up=c¢) = 2+ _(—1)j—1(N],_ C)#{J](n) (37)

Jj=1

kann nach demselben Muster wie der unbedingte Erwartungswert angenédhert werden:

E(X(N)|Uy=c) ~ 2+ (Z N_;HJ Z% (38)

Wiederum bietet es sich an, die zweite Summe geméafi Gleichung (16) zu approximieren.
Verwendet man zudem statt des harmonischen Mittels, welches der Kehrwert der runden

Klammer représentiert, das arithmetische, so erhédlt man

2N —n+1

E(X(N)| Uy =c¢) = x’+—-(ln(N—c)+C+ (39)

2n

=)

wéhrend der Riickgriff zu der in Gleichung (35) verwendeten Néherung zu folgendem
Ausdruck fiihrt:

E(X(N) | Uy =0) =~ “{1“ (N]in)‘zwzfl—n)r

X <1n(N—c)+C+

1
) w

Beispiel 3.6 Die Zufallsvariable X (498) ist fiir den Sammler, welchem nach x' Titenkdufen
noch drei der Bilder fehlen, gemdf$ der bedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X(498) = z | U, = 495)
= 3 (™) (M=) =3 () (1 - ()
+ (M) (1= (7))
= 3-0.9859438*7%~1.0.0140562 — 3 - 0.9720572° %'~ . 0.0279428
+0.9583387°~%'~1 . 0.0416613.
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verteilt. Somit wird er z. B. mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 0.593% sein Album mit

exakt dem hundertsten zusdtzlichen Kaufakt komplettieren kinnen.

Im Schnitt muss er damit rechnen, dass ihm dies erst nach insgesamt

3 3 1
E(X (4 o =4 = 2 -
(X(498) | U 9) T 100859438 1 0.9720572 | 1 0.9583387
= 2/ +130.0699

Tiitenkdufen gelingen wird. Uber die Niherung (38) erhdilt man den Wert x' + 129.6407,
die Approzimation in Anlehnung an Pdlya (39) ergibt x' 4+ 130.2907, und der Vorschlag
(40) liefert x' + 130.2887 als Ergebnis.

4 7Zu Gruppen verpackte Bilder mit unterschiedli-

chen Auswahlwahrscheinlichkeiten

Voraussetzung fiir sdmtliche Ergebnisse des letzten Kapitels war, dass die Bilder mit
gleichen Wahrscheinlichkeiten in die Tiiten kommen. Dieser Abschnitt soll nun kldren,
wie sich die Situation verdndert, wenn die Sticker mit ungleichen Wahrscheinlichkeiten

eingepackt werden.

4.1 Einschluss- und Ausschlusswahrscheinlichkeiten bei unter-

schiedlichen Auswahlwahrscheinlichkeiten

Die bislang zugrunde gelegte gleiche Auswahlwahrscheinlichkeit fiir alle N Elemente der
Grundgesamtheit € = {ey, €9, ..., ex} bedeutete, dass bei der Auswahl der ersten Einheit
einer Stichprobe jedes dieser Elemente e, eq, ..., exn die gleiche Chance % hatte, gezogen

zu werden.

Nunmehr sei angenommen, dass die Auswahlwahrscheinlichkeit fiir jedes der Elemente
unterschiedlich sein kann. z; bezeichne die Wahrscheinlichkeit, die i-te Einheit (e;) im
ersten Zug in eine Stichprobe aufzunehmen. Selbstversténdlich muss Zf\;l z; = 1 und
z; > 0 flir e = 1,2..., N gelten; dies heiit bezogen auf unseren Anwendungsfall nichts

weiter, als dass jedes der 498 Bilder eine positive Chance hat, in eine Tiite zu kommen.

Wie bereits oben bemerkt, haben wir es mit einer Stichprobe ohne Zuriicklegen zu tun, da
kein Bild doppelt in einem Péckchen auftreten kann. Fiir eine solche Stichprobe und unter-
schiedliche Auswahlwahrscheinlichkeiten kénnen sich die Wahrscheinlichkeiten, mit denen
zwei mit identischen Karten gefiillte Tiiten auftreten, alleine aufgrund der Bestiickungs-

reihenfolge unterscheiden, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 4.1 Betrachten wir eine kleine Serie, die nur N = 4 Sammelbilder umfasst.
Ferner nehmen wir an, dass deren Auswahlwahrscheinlichkeiten unterschiedlich sind und
21 = 01,20 = 02,23 = 0.3 und z4 = 0.4 betragen. Werden die Tiiten mit zwei unter-
schiedlichen Karten bestickt (also jeweils Stichproben von Umfang n=2 ohne Zuriicklegen
gezogen), so gibt es zwei Mdoglichkeiten, ein Pickchen zu produzieren, welches die Bil-
der Nr. 1 und Nr. 4 umfasst: Entweder wird zundchst das erste Bild in die Tite gefiillt
(und dann Nr. 4), was mit der Wahrscheinlichkeit 0.1 - % = 0.0444 passieren wird. Oder
aber die vierte Karte wird zundchst eingepackt (und dann Nr. 1); die Wahrscheinlichkeit
hierfiir liegt bei 0.4 - % = 0.0667. Offensichtlich hat die zweite Alternative wesentlich
grofiere Chancen realisiert zu werden, da es wahrscheinlicher ist, dass das Bild mit der

hoheren Auswahlwahrscheinlichkeit als erstes in der Tiite landet.

Da die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen, einen Unterschied macht, miissen wir

alle moglichen geordneten Stichproben betrachten, von denen es

() =

verschiedene Exemplare gibt. Die Menge S aller moglichen Stichproben ist somit & =
{s1,89,..., Sn!(N)}.

Ferner beschreibe wieder

7T{,}=Z])(S), i=1,2,...,N, (41)

seS

€S
die Einschlusswahrscheinlichkeit, mit der sich die i-te Einheit in einer Stichprobe vom
Umfang n befindet, wobei iiber alle Stichproben summiert wird, die die i-te Einheit ent-
halten.

Im Weiteren seien die Wahrscheinlichkeiten p(s) > 0 fiir alle Stichproben s € S vom
Umfang n. Ebenso soll z;, 7 > 0 fiir 4+ = 1,2,..., N und alle Stichprobenumfinge
n=12,..., N gelten.

Es wird also beim ersten Zug die i-te Einheit mit einer Auswahlwahrscheinlichkeit von
z; entnommen. Die Einschlusswahrscheinlichkeit, mit der sich die i-te Einheit in einer
Stichprobe vom Umfang n = 1 befindet, ist dann 7;(1) = z;. Beim zweiten Zug wird
eine der verbleibenden Einheiten mit einer relativen Auswahlwahrscheinlichkeit gezogen,

d. h. die j-te Einheit wird mit einer Wahrscheinlichkeit von z;/(1 — z;) entnommen. Beim

6Die Auswahlwahrscheinlichkeiten werden nach dem oft zitierten Beispiel von Yates und Grundy
gewiihlt, siehe dazu Cochran (1977), S. 259.
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néchsten, dem dritten Zug wird dann die k-te Einheit mit einer Wahrscheinlichkeit von

2,/ (1 — z; — z;) ausgewéhlt. Weitere Ziige werden analog durchgefiihrt.

Die Einschlusswahrscheinlichkeit 7;(2), die i-te Einheit in einer Stichprobe vom Umfang
n = 2 zu finden, berechnet sich aus der Wahrscheinlichkeit z;, diese i-te Einheit im ersten
Zug zu zichen und aus der bedingten Wahrscheinlichkeit d;(2), die i-te Einheit erst im
zweiten Zug zu ziehen. Um die nachfolgenden Formulierungen zu verallgemeinern, werden
alle Einheiten ¢, die in einem k-ten Zug gezogen werden konnen, mit ¢, bezeichnet. Die
Wahrscheinlichkeit z;, hingegen gibt immer die Auswahlwahrscheinlichkeit an, die Einheit

i im ersten Zug zu ziehen. Es ist also

0y (2 Zz“l—z“_zzll—z“ 1=1,2,..., N,

1= 1 741—

1174 1171

die Wahrscheinlichkeit, dass die i-te Einheit beim zweiten Zug in die Stichprobe kommt.

Somit ergibt sich die Einschlusswahrscheinlichkeit

T (2) = 2z + Zzl , 1=1,2,...,N.
i1=1

1171
Analoges gilt fiir eine Stichprobe vom Umfang n = 3.

N N
Z; Zi
5 (3) = 2 i __f ) i=1,2....N,
{}() ZZ(l_Zil Z 1—21'1—21'2) '

io=

i174 174,01

ist die Wahrscheinlichkeit, dass die i-te Einheit im dritten Zug in die Stichprobe kommt.

Fiir die Einschlusswahrscheinlichkeit gilt dann

N
Z.
Ty (3) = mZzz +Z D D e
'L . 221 212
i1=1 i1=1 io=1
1174 1174 194,91

= 7T{i}<2)+6{z‘}(3>7 1=1,2,...,N.

Offensichtlich lésst sich die Einschlusswahrscheinlichkeit 7g;y(n), mit der sich die i-te
Einheit in einer Stichprobe des Umfangs n befindet, allgemein rekursiv formulieren. Es

1st
(i} (n) = T{} (n — 1) + (5{1} (n) (42)

28



firn=2,3,..., Nund i =1,2,..., N mit mg;(1) := 2; sowie

{1} - 1-— Ziy i1 1-— Zip T Rig 1-— Zip Tt T B

11=1 in—1=1
17 1274,1 Gn—17%,01 50 0yin—2

(43)

fir n =2,3,..., N . Weiteres ist ausfiihrlich in Réssler (1996) erldutert.

Die Einschlusswahrscheinlichkeiten lassen sich auch hier iiber ihre Gegenwahrscheinlich-

keiten, die Ausschlusswahrscheinlichkeiten «;3(n), berechnen:

7T{i} (n) = 1 — 7{1-}(71).

va(n) (die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die in der Menge A angegebenen Elemente
nicht in einer Stichprobe vom Umfang n befinden) ergibt sich dabei allgemein als die
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Stichproben s = (iy, s, ..., 4,), in denen
die Elemente aus A nicht enthalten sind, d. h. fiir welche i, ¢ AV [ = 1,2, ...,n gilt:

N N N 5 5
’)/A(n) = o e 2211 .._..1 n
i1=1  ig=1 in=1 ~ Fi TR T T R
i1¢A igg AU{iq} in@AU{i1,....ip_1}
N 5 N 5 N
i i
= E ! E <72 E Zin) . (44)
ip=1 L= Ziy ig=1 1= iy T R in=1
i1 ¢A iog AU{i1 } inEAU{iy,..., Gp—1)

Wie wir in den Abschnitten 4.2 und 4.3 sehen werden, spielen die Ausschlusswahrschein-
lichkeiten y4(n) auch eine groBe Rolle bei der Formulierung der Wahrscheinlichkeitsmas-
senfunktionen der verallgemeinerten Komitee- und Couponsammlerprobleme und der mit

diesen verbundenen Erwartungswerte.

Beispiel 4.2 Bei unserem Beispiel 4.1 enthdlt die Menge S aller geordneten Stichpro-
ben n'(]: ) = 12 unterschiedliche Stichproben. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte
Stichprobe s = (i1,12) betrigt

ZZ'Q

= Zil—
1-— Ziy

p(S) :p<i1’i2) fUT ’il,i2:1,2,3,472.17é2.2.

Die Tabelle 1 zeigt die Verteilung dieses Stichprobenmusters.
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Tabelle 1: Stichprobenmuster fiir N =4 und n = 2

s | p(s) s | p(s)
(1,2) | 0.0222 | (3,1) | 0.0429
(1,3) | 0.0333 | (3.2) | 0.0857
(1,4) | 0.0444 | (3.4) | 0.1714
(2,1) | 0.0250 | (4,1) | 0.0667
(2,3) | 0.0750 | (4,2) | 0.1333
(2,4) | 0.1000 | (4,3) | 0.2000

Die Einschlusswahrscheinlichkeiten 7y (2) kann man nun direkt iber den Zusammenhang
(41) oder mithilfe der rekursiven Gleichungen (42) und (43) berechnen. So gilt z. B.:

m13(2) = 0.0222 + 0.0333 + 0.0444 + 0.0250 + 0.0429 4 0.0667 = 0.2345  bzw.

0.2 1 0.3 01 0.4

q- = (0.2345238.
1—0.2+ 1-0.3 1-04 02345238

7T{1}(2) = 014+0.1-

FEs ist aber auch mdglich, gemaf$ Gleichung (44) die Wahrscheinlichkeiten dafir zu ermit-

teln, dass jeweils eines der Bilder sich nicht einer Z2er-Tite befindet:

v (2) = (% (034 0.4) + % (024 0.4) + % 0.2+ 0.3)) — 0.7654762
Yoy (2) = (% - (0.340.4) + % (0.140.4) + % 0.1+ 0.3)) = 0.5587302
vy (2) = (% (0.240.4) + % (0.140.4) + % 0.1+ 0.2)) = 0.3916667 ,
Yap(2) = <% -(0.2+0.3) + % -(0.1+0.3) + % (0.1 + 0.2)) =0.284127.

Offensichtlich ist tatsichlich m1y(2) =1 — vy(2).

Gleichung (44) erlaubt zudem die Berechnung der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass keines
aus einer Menge von Elementen in einer Stichprobe enthalten ist. So erhdlt man fir simt-
liche Kombinationen von zwei der vier Bilder die so genannten Ausschlusswahrscheinlich-

keiten zweiter Ordnung

0.3 0.4
2) = — .04+ —-0.3=0.37142
V1,23 (2) 07 0 + %6 0.3 = 0.3714286,
0.2 0.4
2) = —— .04+ —-0.2=0.2333333
7{1’3}(> 08 _'_06 Y
0.2 0.3
2) = —=.03+-—-0.2=0.1607143
Y4 (2) 0s 0T ’
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0.1 0.4
9) = .04 0.1 =0.1111111
0.1 0.3
9) — ——.03 .0.1 = 0.0761905
Y24 (2) 090 Pt o7 ’
0.1 0.2
9) = .02+ —2.0.1=0.0472222.
Vi34 (2) 0.9 0.8

Da jede Stichprobe aus zwei ohne Zuriicklegen gezogenen Einheiten besteht, sind in die-
sem Beispiel die Ausschlusswahrscheinlichkeiten fiir samtliche Mengen A C £ mit einer
Michtigkeit |A| > 3 gleich Null: Bei einer Bilderserie mit vier Bildern ist es nicht maglich,

dass eine 2er-Tiite drei oder vier unterschiedliche Bilder der Serie nicht enthdlt.

Die Berechnung der Ausschlusswahrscheinlichkeit 4(n) nach Gleichung (44) erfordert
die Addition von insgesamt % Termen. Bei einer Grundgesamtheit aus N = 498
Karten mit verschiedenen Auswahlwahrscheinlichkeiten und einem Stichprobenumfang
von n = 7 miissen zur Bestimmung einer Ausschlusswahrscheinlichkeit also bis zu etwa

7.0779 - 10'® Summanden evaluiert werden.

Allerdings ist es moglich, die Berechnungen zu vereinfachen, wenn mehrere Elemente
der Grundgesamtheit identische Auswahlwahrscheinlichkeiten aufweisen. Insbesondere gilt
dies natiirlich fiir den Spezialfall, dass nur zwei unterschiedliche Auswahlwahrscheinlich-

keiten auftreten. Diesen wollen wir im Folgenden n&her untersuchen.

Wir nehmen hierzu an, dass N; Elemente der Grundgesamtheit (bezeichnet als Elemente
des Typs I) die Auswahlwahrscheinlichkeit z; besitzen, wéhrend die restlichen Nj; :=
N — Ny Elemente (des Typs II) jeweils mit der Wahrscheinlichkeit z;; beim ersten Zug in
die Stichprobe aufgenommen werden. Natiirlich gilt die Restriktion N;-z;+ Nyr- 2 = 1.

Von zentraler Bedeutung fiir die Bestimmung der Ausfallwahrscheinlichkeiten, sind die
Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass eine Stichprobe des Umfangs n v; bestimmte Elemente

des Typs I und n — v; bestimmte Elemente des Typs II enthélt:

v+l ti—

v n—uv 1
apy(n) =viln—v)lzpzir Y ] Hl—j—121 (i—j+1)

1<t <.. <tv1<n] 1 e=t; 1

211

Die Variablen 1 < ¢; <ty < ... < t,; < n, iiber deren mogliche Wertekombinationen
summiert wird, geben hierbei die Position des ersten, zweiten, ..., v;-ten Elements des
Typs I in der Stichprobe an. Ohne die Multiplikationen mit den beiden Fakultéten wiirde
der Ausdruck die Wahrscheinlichkeit dafiir repréasentieren, dass in der Stichprobe v; be-
stimmte Elemente des Typs I und n —v; bestimmte Elemente des Typs Il vorhanden sind
und die Elemente eines Typs untereinander in einer vorgegebenen Reihenfolge auftreten.

Die Fakultédten beriicksichtigen somit die Permutationen innerhalb einer Typklasse.
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Mithilfe von ay,,j(n), lisst sich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses berechnen, dass sich
in einer Stichprobe v; beliebige Elemente des Typs I und n — v; beliebige Elemente des
Typs II befinden, wobei r; bestimmte Elemente des Typs I und r;; bestimmte Elemente

des Typs II nicht von der Stichprobe umfasst sein sollen:

ﬁ[vz,rz,rn](n) = (NI N TI) (N R TH) a[vl]<n)‘ (45)

vr n—uyr

Als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass r; bestimmte Elemente des Typs I und r;; bestimmte
Elemente des Typs II nicht in der Stichprobe enthalten sind, ergibt sich die Ausschluss-

wahrscheinlichkeit als

min{n,N;y—rs}

Virrorir] (n) = Z Blorrririn) (n).

vr=max{0,n—N—(Ny—ry)}

Die Wahrscheinlichkeiten 3, ,, r,,1(n) kann man zudem nutzen, um die Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Anzahl der Elemente des Typs I in einer Stichprobe anzugeben, welche

wir als Zufallsvariable V; bezeichnen:
P(Vi = vr) = B, 00(n).

Beispiel 4.3 Unterstellen wir, dass drei der 498 Sammelkarten jeweils halb so oft wie

die anderen in den Pdckchen vertreten sind, d. h. z; = 0.5z;7. Es gilt also:

3zr + 495z = 496.5211 =1 & 27 = 0.002014099, z; = 0.001007049.

" 496.5
Somit lauten die Wahrscheinlichkeiten fiir das Vorfinden von sieben bestimmten Bildern

des Typs II in einer Ter-Tiite

(1 — Z[])(l — 22]1)(1 — 32’[[)(1 — 42[[)(1 — 52[])(1 — 6211)
= 7.070423- 10719,

a[o] (7)

fiir das Ziehen von einer bestimmten Karte des Typs I und sechs bestimmten Bildern des

Typs II tm Rahmen einer Stichprobe

6! 2729,
7
a[l]( ) (1 — Z[)(l — 27 — Z][)(l — Z] — 22[[) . (1 — 2] — 52[])
N 6! - 2728,
(1 — Z][)(l — 27 — Z[[)(l — Zr — 2211) ot (1 — 27 — 5211)
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+
(]_ — Z[[)(l — 22[[)(1 — 27 — 22][) L (1 — 27 — 52’[])
N 6! - 2728,
(1—211)-...'(1—3211)(1—21—3211)'...'(1—21—5211)
n 6! - 272%
(1 — Z[[) L (1 — 42]1)(1 — 27 — 42[[)(1 — 27 — 52:]])
(1—211)(1—2211) LN (1—52’[[)(1—2]—52’][)
n 6! 2729,

(1 — Z[[)(l — 22[[)(1 — 32]])(1 — 42[[)(1 — 52][)(1 — 62]1)
= 3.524466 - 1071,

fiir das Vorliegen von zwei bestimmten Stickern des Typs I und finf bestimmten Karten

des Typs II in einer Tiite

20- 5. 2229,

OK[Q] (7) -

(1 — Z[)(l — 22])(1 — 22[ — Z[[) L (1 — 22] — 42[[)
+...
N 20. 51 2223,

(1 — Z[)(l — Zr — Z[])(l — Zr — 22’[[) L (1 — 27 — 5211)
n 2051 2222,

(1 — Z[[)(l — 27 — Z][)(l — 22] — Z[[) L (1 — 22[ — 42[[)
+...
N 2051 2223,

(1 — Z][)(l — 27 — Z[[)(l — Zr — 2211) L (1 — 27 — 5211)
+...
n 20- 5. 2229,

(1 — Z[[)(l - 22[[) L (1 - 5211)(1 — Z] — 52][)
= 1.756878 - 107'°

und schliefSlich fiir das Ziehen aller drei Typ I - Bilder und vier bestimmter Karten des
Typs 11

314l 2324,

7 =
OZ[3]<) (]_—Z[)(1—32’1)(1—321—2[[)(1—32’[—3211)
+...
n 314l 2321,
(1 - Z[)(l - 22[)(1 - 22] - Z[[) e (1 - 22[ - 42[[)
. 3041 2324,
(1-21)(1—21—211)'...'(1—321—211)'...'(1—321—3211)
+...
4 3L 4l 272,
(1 — Z[)(l — 27 — Z[[)(l — 22] — Z[[) cee (1 — 22[ — 42][)
+...
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3.4l 2327,
(1 — Z[[) L (1 — 42[[)(1 — 27 — 42[])(1 — 22[ — 42[])
= 8.75771-107'7.

+

Diese Zwischenergebnisse werden nun bei der Berechnung der Ausschlusswahrscheinlich-
keiten immer wieder verwendet. Die Ausschlusswahrscheinlichkeit fiir alle drei Karten des

Typs I ergibt sich z. B. als

0\ /495
Y3,0(7) = Bpso = <O)( - )Oé[o] =0.978916,

wdahrend die Ausschlusswahrscheinlichkeit fir zwei bestimmte Karten dieses Typs

1\ /495 1\ /495
Y2,0(7) = Bz + Bz = <O) ( 7 )Cwm-+ (1) ( 6 )cwu:=(19859014

und fiir eine bestimmte Karte dieses Typs

7[1,0](7) = P10 + B0 + B

2\ (495 2\ (495 2\ (495
= 0.9929292
@) (7)o Q) () (5

betragt. Des Weiteren errechnen sich die Ausschlusswarscheinlichkeiten fiir zwei bestimm-

te Karten des Typs I und eine bestimmte Karte des Typs II zu

1\ /494 1\ /494
7[2,1](7) = P21+ Bz = (O) ( 7 )a[o] + (1) ( 6 )am = 0.9719734,

fiir je eine bestimmte Karte eines jeden Typs zu

7[1,1](7) = B, + B+ B

2\ /494 2\ /494 2\ /494
= 0 - aq) + 1 6 ap) + 9 5 apg = 0.9789162

und fiir eine bestimmte Karte des Typs II zu

’7[0,1](7) = B0 + Bpoa + Lo + B3,0.1]

= (o) (7)ot () (5 Yo (2) (5 )+ (5) (13w

0.9859014.
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4.2 Untersuchung des Resultats einer fixen Anzahl an Kiufen

Stellt man sich die Frage, wie die Anzahl U, der bei x Stichprobenziigen des Umfangs
n insgesamt erhaltenen unterschiedlichen Elemente verteilt ist, wenn die Auswahlwahr-
scheinlichkeit nicht fiir alle Elemente der Grundgesamtheit identisch ist, so hat man es
offensichtlich mit einer Verallgemeinerung des Komiteeproblems zu tun.” Zu seiner Losung
benotigt man als Ersatz fiir die Formulierung (22) bzw. (26) die Wahrscheinlichkeitssum-
me Sy_y,+j, welche fiir alle Kombinationen von N — u, + j der N Ereignisse B; aus (1)

die Wahrscheinlichkeiten fiir (zumindest) deren gemeinsames Eintreten aufaddiert.

Da das Auftreten von N —u, + j dieser Ereignisse bedeutet, dass (mindestens) N —u, + j
Elemente in keiner der = Stichproben enthalten sind, ergibt sich die gesuchte Wahrschein-
lichkeitssumme durch Addition der mit x potenzierten Ausschlusswahrscheinlichkeiten fiir

alle Teilmengen der Grundgesamtheit &£, die aus genau N — u, + 7 Elementen bestehen:

SNewers = ), (1a(m)”. (46)

ACE
[A]=N—ug+j

Das Einsetzen dieses Ausdrucks in Gleichung (3) fithrt zu der Wahrscheinlichkeitsfunktion

P<Um—ux>—2m<—1>f'(N‘Wj) S ) (47)

§=0 J ACe
|A|=N—ug+j

Diese scheint nicht die Struktur einer faktoriellen Reihenverteilung aufzuweisen, lasst sich

jedoch leicht zu

== () (")) S eawr

=0 ACE
|[A|=N—-ug+j

umformen. Die Setzungen

fly) = @)_1 > (qaln)”,

ACE
[A|=0—y

y = u, und 6 = N zeigen, dass dies tatséchlich eine faktorielle Reihenverteilung ist, da

f(0) =1 gilt. Der Erwartungswert errechnet sich demnach geméfl Gleichung (8) als

BU) =N [ = f(N =] =N+ |1= = 3 )| =N =3 (g ()"
\Ar:g1 =1

"Fiir weitere Ansiitze der Generalisierung des Komiteeproblems im Rahmen eines anderen Anwen-
dungsgebietes siche Grottke (2003).
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Interessanterweise beeinflussen also auch in diesem verallgemeinerten Modell lediglich die
Ausschlusswahrscheinlichkeiten erster Ordnung die erwartete Anzahl der nach x Stichpro-
ben gesammelten unterschiedlichen Elemente. Falls die Ausschlusswahrscheinlichkeiten
fiir alle Elemente identisch sind, vereinfacht sich der Erwartungswert zu der Formulierung
(28).

Beispiel 4.4 Fiir die in Beispiel 4.1 eingefiihrte Miniserie wurden in Beispiel 4.2 fir
samtliche Teilmengen A C € die Ausschlusswahrscheinlichkeiten bestimmt. Unter Nutzung
von Gleichung (47) erhdilt man aus ihnen die Wahrscheinlichkeiten fir das Vorliegen von

zwet, drei oder vier verschiedenen Bildern nach dem Erwerb von x 2er-Tiiten:

P.=2 = (5) X cutr - (7) X oa+ (5) X et

ACE ACE ACE
lA[=2 |A]=3 [A]=4
= 0.3714286" + 0.2333333" + 0.1607143" + 0.1111111* 4+ 0.0761905"
+0.0472222°.
1 z (2 (3 z
P.=3) = (o) X cuty = (}) X eaer + (5) X catn)
ACE ACE ACE
[A]=1 [A]=2 [A]=3
4 z
~(3) X ()
ACE
[A]=4

= 0.7654762" 4+ 0.5587302" 4 0.3916667° + 0.284127% — 2 - (0.3714286"
+0.2333333" + 0.1607143 4+ 0.1111111% 4+ 0.0761905” + 0.0472222%),

Pw=1) = (o) X a0 = (1) X2 6ty + (5) 3 ator

- (23:; (ya(n))® + <j§i§ o A
i A

= 1—-0.7654762" — 0.5587302" — 0.3916667" — 0.284127" 4 0.3714286"
+ 0.2333333" 4+ 0.1607143" + 0.1111111" 4+ 0.0761905" + 0.0472222".

Bezogen auf den Kauf dreier Zweierpdckchen ergibt sich also die Wahrscheinlichkeitsver-

teilung
P(Us = 2) =0.0700, P(Us = 2) = 0.5659, P(Us = 4) = 0.3640.

Im Durchschnitt wird man nach dem Erwerb der drei Pdckchen

4
E(Us) = Y us-P(Us=u3)=3.294022  bzw.
uz=2

E(Us) = 4—0.7654762° — 0.5587302% — 0.3916667° — 0.284127° = 3.294022
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verschiedene Bilder der Miniserie vorliegen haben.

Fiir grofe Werte von N und wu, ldsst sich Gleichung (47) schwer handhaben. Erstens
miissen zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir u, unterschiedliche Elemente in z
Stichprobenziigen » ., (]z[) verschiedene Ausschlusswahrscheinlichkeiten evaluiert wer-
den. Zur Ermittlung der gesamten Wahrscheinlichkeitsverteilung werden die Ausschluss-
wahrscheinlichkeiten fiir alle 2V Mengen in der Potenzmenge Ps von £ bendtigt. Zweitens
ist insbesondere fiir hohe Werte von u, aus numerischen Griinden wiederum eine rekursive
Berechnung der Wahrscheinlichkeit vorzuziehen. Eine solche miisste jedoch iiber jeden der
Ziige ' < x hinweg fiir alle 2 Mengen in Pg die Wahrscheinlichkeit ermitteln, dass diese

Kombination von Elementen bereits gezogen wurde.

Die Komplexitdt verringert sich, wenn die Auswahlwahrscheinlichkeit fiir mehrere Ele-
mente der Grundgesamtheit identisch ist. Fiir den bereits in Abschnitt 4.1 angesproche-
nen Fall zweier unterschiedlicher Auswahlwahrscheinlichkeiten betrégt die Wahrschein-

lichkeitssumme fiir den gleichzeitigen Eintritt von mindestens N — u, + j Ereignissen

min{j,Ns}

SN-unt = > (NI) ( N N ) (Vg Nt ()" (48)

r — Uy +J—T
T[:max{O,j—N+N11} 1 r j 1

Somit folgt fiir die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von U, der Ausdruck

P(U, =u,) = i(—l)j (N T j) (49)

p J
min{ijI}

N N-N :
X Z ( I) (N — Uy —l—jl— 7"1) (Vs N et (1)

, rr
ry=max{0,j—N+Njr}
aus welchem sich der Erwartungswert dieser Grofie ableiten ldsst:

E(Uz) =N = Nr- (v0(n)" = (N = Np) - (vo.(n)”

Selbst fiir die Ermittlung der gesamten Wahrscheinlichkeitsverteilung von U, iiber (49)
sind somit nur (N; + 1) - (N + 1) verschiedene Ausschlusswahrscheinlichkeiten zu be-
rechnen. Und auch eine rekursive Implementierung der Wahrscheinlichkeiten P(U, = u,)
muss fiir jeden der 2’ < x Stichprobenziige nur (Ny+ 1) - (N;r + 1) Vorgeschichten unter-
scheiden. Bezeichnen wir mit den Zufallsvariablen U; , und Uy, die Anzahl der Elemente
des Typs I bzw. 11, die in insgesamt = Stichproben mindestens einmal enthalten waren, so
lasst sich die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von U, auf die gemeinsame Verteilung
dieser beiden Groflen zuriickfithren:

min{uz,N}

P(Ux = ux) = Z P(Ul,z =UI gz, UII,:(: = Uy — ul,z)-

ug,g=max{0,Nyr—ug}
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Zum Zeitpunkt x liegen aber genau dann u;, Elemente des Typs I und u;;, des Typs
IT vor, wenn nach dem vorhergegangen Tiitenkauf genauso viele oder bis zu n weniger
Elemente gesammelt worden waren und die ggf. fehlenden Elemente gerade im z-ten Zug
erworben wurden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, exakt Auy, ,neue* Elemente des Typs
I in der z-ten Stichprobe vorzufinden, héngt wiederum einerseits von der Anzahl der
bereits ,alten“ Elemente dieses Typs und andererseits von der Gesamtzahl der in der
Stichprobe enthaltenen (alten oder neuen) Elemente des Typs I, bezeichnet als V; ., ab.
Dies gilt analog fiir die Elemente des Typs II. Die Formel zur rekursiven Berechnung der

gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten von Ur, und Ujr, sieht deshalb folgendermafien aus:

P(Ul,x = U] x, UII,m = Un,m)

min{nyul,ac+ull,ac} min{AuI,wvul,x}
Aug=0 Aug g=max{0,Auz—usr o}

n—Auz+Aur 5

X Z P(AUI,Q? - Au[,m | ‘/I,z = VUI,z, Ul,r—l =Urz — Au[,x)

vrp=Aurs .
XP(AUry = Auy — Aupy | Virg =n — 015, Urr o1 = urr e — Aug + Aup )
XP(VI,x = ULx) : P(Ul,z—l =Urg — Au[,]}a UU,x—l =Urlx — AUILJ:)
Nir—ups +Aurg\ (Ure — Aupy Ny -
B ;; A%;z ; ( Aurg ) (Ul,a: - AUI,:;:) (UI,x)
« (NH —Urrg + Auy — AUI,;;:) ( Uy — Aug + Aug ) ( Nir )1
n

Aug — Aup — V1 — Auy + Aury ) \n—vr,
X Bvr.2,00  P(Ure—1 = Ure — Aure, Urre1 = Urr e — Augrg). (50)

Da vor dem ersten Stichprobenzug noch keinerlei Elemente vorliegen, lauten die Startwerte

PUry=0,Upp=0) =1, PUro=uro,Urro=1urrpg) =0 YV urg,urro #0.

Beispiel 4.5 An Beispiel 4.3 ankniipfend gehen wir davon aus, dass drei der 498 Bilder
eine Auswahlwahrscheinlichkeit besitzen, die halb so grofs ist wie fir alle anderen Bil-
der. Fir einen Sammler, der unter diesen Umstinden 100 Pdckchen erwirbt, folgt die
Anzahl der nachher insgesamt vorliegenden unterschiedlichen Bilder der in Abbildung 5
dargestellten Verteilung. Gegeniiber Beispiel 3.3, in dem alle Karten gleichwahrscheinlich
waren, hat sich der Modus der Verteilung nicht verdndert, er liegt weiterhin bei 377 Bil-
dern; und auch die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Wert betrdigt nach wie vor 5.65%. Der

leicht gesunkene Erwartungswert in Hohe von

E(U,) = 498 — 3-0.9929292'% — 495 . 0.9859014'" = 376.8627
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zeigt jedoch an, dass schon bei dieser vergleichsweise geringen Anzahl an Kdufen - die mit
fast hundertprozentiger Sicherheit nicht zur Komplettierung des Albums ausreicht - die

Verknappung dreier Bilder schwach negative Auswirkungen auf den Sammler hat.

U100)

0.03
1

P(Uioo

0.02
1

0.01
1

0.00

350 360 370 380 390 400

Uioo

Abbildung 5: Wahrscheinlichkeitsverteilung von Uy bei zu 7er-Gruppen verpackten

Karten mit zwei unterschiedlichen Auswahlwahrscheinlichkeiten

Wurden bereits x’ Stichproben gezogen, so hangt die Wahrscheinlichkeit dafiir, nach insge-
samt x > x’ Stichprobenziigen u, Elemente gesammelt zu haben, nicht nur davon ab, wie
viele Elemente der Grundgesamtheit zum Zeitpunkt x’ vorlagen. Aufgrund deren unter-
schiedlicher Auswahlwahrscheinlichkeiten ist von Bedeutung, welche der Elemente schon

mindestens einmal auftraten; die Menge dieser Elemente sei mit U, bezeichnet.

Gegeben U, sind nur noch N — |U,/| der urspriinglichen N Ereignisse B; aus (1) von

Interesse. Die bedingte Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von U, lautet deshalb

’u,x_‘uz/| ; N - |u$,| — Uy +] z—x'
PU, =u, |Uy) = Y (-1 . Y ()
20 J AC(EU,)

|[A|=N—|U_s|-uz+j
Ug— U/ | 1
_ (N - |Ux'|> S (-1 (ux - |sz|> ( N — |Uy| )
Uy — |ux’| =0 .] Uy — |ux’| _]
X > (ya(n)™™™ .

AC(E\U))
|A|=N—|U|~uz+3
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Dies ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer faktoriellen Reihenverteilung, wie die Set-

zungen
9\ ,
f(y)=<) Y (am)
Yoy

Yy = U, — |[Uy| und 0 = N — |Uy| zeigen. Der bedingte Erwartungswert fiir die nach

insgesamt x Kéufen erworbenen Karten betrégt somit

]- r—x
E(U, |Uy) = Usl+(N—tp])- [1-—— Y (33(n)
N — [Ua| ie(E\U)

/

’

- N= 3 () (51)

i€(E\U,)

Beispiel 4.6 Von unserer Miniserie aus Beispiel 4.1 wird zundchst eine Tite mit zwei
Bildern gedffnet. Beinhaltet sie die Karten 3 und 4, so kann man gemaf$ Gleichung (51)
und in Verbindung mit den in Beispiel 4.2 berechneten Ausschlusswahrscheinlichkeiten

erwarten, dass nach dem Erwerb zweier zusdtzlicher Pdckchen insgesamt

E(Us | Uy = {3,4)) = 4— (v13(2)° = (71 (2))” = 4 — 0.7654762 — 0.5587302°
= 3.101867.

verschiedene Bilder vorliegen werden. Falls dagegen die erste Tiite die beiden relativ knap-
pen Karten 1 und 2 enthdlt, dann betrdgt der bedingte Erwartungswert aller nach zwei

weiteren Titenkdufen gesammelten Bilder

E(Us | Uy = {1,2}) = 4— (y(2)° = (74(2))* = 4 — 0.3916667> — 0.284127°
= 3.765869.

Treten in der Grundgesamtheit bezogen auf ihre Auswahlwahrscheinlihckeiten nur zwei
Typen von Karten auf, so verringert sich wiederum die Anzahl der zu beriicksichtigenden
Ausschlusswahrscheinlichkeiten. Gegeben, dass die ersten x’ Stichproben ¢; Karten vom
Typ I und ¢;; Karten vom Typ II erbrachten, gilt dann fiir die bedingte Wahrscheinlich-

keitsmassenfunktion von U,:

P(Uw = Ug \ UI,:E’ = Cy, UII,x’ = CH)

=~y Ny (N U ”) (52)

=0 J
min{ijI _CI}

Ni— ¢ N —cpr o
X Z Tr ) (N — Uy +] Sy (P)/[TI,Nfuerjfrl](n)) :

rr=max{0,j—Nrr+csr}
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Mittels Gleichung (50) und den Startwerten

P(Ul,m’ =C(r, UII,m’ = CH) = 1,
PUjy =ure,Unrw =uiry) = 0 Y ury #cr, U 7 crr (53)

lasst sich diese Funktion auch rekursiv berechnen. Wie leicht gezeigt werden kann, ist der

bedingte Erwartungswert von U,

/

EWU, | Uty =cr, Uty = crp)
= N—(N;r—c1) (vpa(n)™" = (Nir—cr) (oo (n)™ (54)

Beispiel 4.7 Nehmen wir an, dass ein Sammler unter den in Beispiel 4.3 beschriebenen
Umstanden durch x' Titenkdufe eines der seltenen und 494 der hdufigeren Bilder erhalten
hat. Gemaf$ Gleichung (54) wir er dann nach dem Erwerb von 100 zusdtzlichen Tiiten

erwartungsgemdfs tiber

E(Upi100 | Urer = 1,Upp 00 = 494) = 498 — 2-0.9929292'%° — 1 .(.9859014'%"
= 496.7746

verschiedene Karten verfiigen. Demgegeniiber konnte er bei einer fairen® Titenfillung
damit rechnen, dass der Kauf von 100 weiteren Pdckchen zu durchschnittlich 497.2717
Bildern fiihren wiirde.

Falls nach 2’ Stichprobenziigen bereits samtliche Karten eines Typs - z. B. des zweiten -

vorliegen, dann vereinfachen sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten noch weiter zu
P(Uw = Uy \ UI,:E’ = (g, UII,x’ = Nu)

ug—cr—Nrr .
. N—um—l—j N]—C[ z—a'
= (M (T i)

j=0 J
Uy —C _NII
Ni—ct ) . (Uz —Cr — NH) x—z'
= —1)/ ‘ —ugt5,00 (10 , 99
(o) X () i)™ 69

was zu dem bedingten Erwartungswert

EU, | Uty =cr,Urw = Nii) = ¢+ N+ (Np—cq) - [1 — (7[1,0} (”))I_I}

= N—(N;—cp) (7[1,0](”))I_x/

fihrt.
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Beispiel 4.8 Hat unser fleiffiger Sammler nach x' Titenkdufen zwar alle 495 Bilder des
Typs II erworben, aber noch keine einzige der selteneren Typ I - Karten, dann ergibt sich
fir ihn aus Gleichung (55)

P(U, =495 | Uy = 0,Upp. = 495) = (y.0(7))" " = 0.978979"',
P(U, = 496 | Uy o = 0, Upp = 495)
— 3 (y0(™)" " =3 (30 (7)) =3-0.9859436" " — 3. 0.978979" ",
P(U, = 497 | Uy = 0, Uppr = 495)
= 3 (7[1,0}(7))x_x, —6 (7[2,0}(7))9:_:6, +3 (7[3,0](7)):0_96/
= 3.0.9929505"~% — 6 - 0.9859436" + 3 - 0.978979°"
P(U, = 498 | Uy = 0, Uppy = 495)
= (10a™)" =3 (o) +3 (a() = (Ys0(M) "
= 1—3-0.9929505"" + 3 - 0.9859436"~% — 0.978979 .

Bei 100 zusdtzlichen Kaufen lauten die resultierenden bedingten Wahrscheinlichkeiten fol-

gendermaflen:

P
P
P
P

(U100 =495 | Up v = 0, Uypp = 495) = 0.1195,
(Upr 100 = 496 | U o = 0, Upr . = 495) = 0.3699,
(Up100 =497 | Up o = 0, Upr 0 = 495) = 0.3805,
(Up100 =498 | Uy v = 0, U1 = 495) = 0.1301 .
Betrug bei einer ,fairen® Titenfillung die Wahrscheinlichkeit, drei im Album verbliebene
Liicken durch den Erwerb von 100 weiteren Pdckchen zu fillen, immerhin gut /3%, so liegt
sie nunmehr bei nur noch ca. 13%. Und die erwartete Anzahl der am Ende vorliegenden
Bilder ist nicht nur geringer als im Falle der gleichwahrscheinlichen Karten (497.2717),

sondern auch gegentiber der in Beispiel 4.7 beschriebenen Ausgangslage nochmals abge-

sunken:
498
E(Ux/+100) = E ux’+1OOP(Ux’+1OO = Uz'+100 ’ Ul,x’ =0, UH,x/ = 495)
Uyt 4100=495

= 496.5213 bzw.
E(Uyi100) = 498 —3-0.9929505'0 = 496.5213.

Die liegt natiirlich daran, dass hier alle der noch fehlenden Bilder von der raren Sorte

sind.
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4.3 Untersuchung der nétigen Anzahl an Kéufen

Stellt man die Frage nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl der Kéaufe, die
notig sind, um m Karten zu sammeln, und lésst dabei neben aus mehreren Bildern be-
stehenden Péckchen auch noch unterschiedliche Auswahlwahrscheinlichkeiten fiir die ein-
zelnen Karten zu, so hat man es mit einer weiteren Verallgemeinerung des klassischen
Couponsammlerproblems zu tun. Ungleiche Auswahlwahrscheinlichkeiten wurden zwar
bereits durch von Schelling (1934, 1954) analysiert, allerdings nur fiir Stichproben vom
Umfang n = 1. Unsere Untersuchungen stellen somit auch eine Erweiterung seines Ansat-

zes dar.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von mindestens w, verschiedenen Bildern in z
Tiiten - also den Eintritt von hochstens N — u, der Ereignisse B; aus (1) - erhélt man
iiber Gleichung (46) unter Verwendung der fiir diesen allgemeinen Fall giiltigen Wahr-

scheinlichkeitssummen (30):

PUs > uy) = Pan—u,.n
_ 1_§<_1>11<N ‘;xfui‘l) S (). (56)

j=1 ACE
|A|=N—ug+j

Aufgrund des Zusammenhangs (14) ergibt sich somit die Wahrscheinlichkeitsmassenfunk-

tion

P(X(m)=x)=PU, >m)— P(U,_1 >m)
= Y (VYT S G @ . (57)

ACE
|A|=N—m+j

Aus Gleichung (56) lasst sich aber auch der Erwartungswert von X (m),

=1 =0
- S (N—-—m+j—1 1
= Y (—1y! ( ) (58)
2 Newm ) X Tonm
|A|l=N—-m+j

ermitteln.

Falls die Elemente der Grundgesamtheit unterschiedliche Auswahlwahrscheinlichkeiten
aufweisen, der Umfang der Stichproben aber Eins betrédgt, dann errechnen sich samtli-

che Ausschlusswahrscheinlichkeiten v4(1) tiber die Auswahlwahrscheinlichkeiten der in A
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enthaltenen Elemente:
ya(l)=1-— Zzl
i€EA

Fiir diesen Spezialfall folgt aus unseren Gleichungen (57) und (58) also

Pix(m) =) =Y o (YY) Y (1 - Z) >

j=1 ACE €A 1€A
|A|=N—m+j

und

j=1 AcCe
|A|l=N—m+j

was den bereits bei von Schelling (1934, 1954) vorliegenden Ergebnissen entspricht.

Beispiel 4.9 Von den vier Bildern der in Beispiel 4.1 eingefiihrten Mini-Serie sollen
zumiandest drei verschiedene erworben werden. Unter Verwendung der in Beispiel 4.2 be-
rechneten Ausschlusswahrscheinlichkeiten erhdlt man aus Gleichung (57) die Wahrschein-

lichkeitsmassenfunktion

P =0 = (1) X 0 =) = () X 1= )

ACE
|A]=2 |A]=3

ACE
|A]=4

= 1-(0.3714286"" - 0.6285714 + - - - 4 0.0472222%"" - 0.9527778) .

So betrigt z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, bereits in zwei Stichproben vom Umfang
zwei mindestens drei unterschiedliche Elemente vorzufinden, 76.139%, wdhrend mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von 16.860% drei 2er-Pdickchen zur Sammlung dreier Elemente

vonndten sind. Gemdfs (58) braucht man im Durchschnitt

pxe) = () =m0 e () S

a7 4% 4%
_ 1 1 1
- (1 — 03714286  1-02333333 T 1- 0.0472222)
—2.(1+1+14+1)+3-1
— 23437832

Stichproben, um das angepeilte Ziel zu erreichen.
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Die Berechnungen vereinfachen sich wiederum, wenn nur wenige verschiedene Auswahl-
wahrscheinlichkeiten vertreten sind. Im Falle zweier im Hinblick auf ihre Auswahlwahr-
scheinlichkeiten unterschiedliche Typen von Sammelkarten ist die Wahrscheinlichkeits-
summe fiir das gleichzeitige Auftreten von mindestens N — u, + j der Ereignisse B; durch
(48) gegeben. Ersetzt man in Gleichung (56) die allgemeine Formulierung durch diesen
Ausdruck, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass U, Werte grofler als oder gleich u,

annimmt, als

Pz ) = 1= 3o (N (59)

i=1
min{j,N;}

N N )
X Z (TII) (N o _I{_I] B ’I“]) (’y[r],N—uz—&-j—rI](n)) .

rr=max{0,j—Nyr}

Hieraus folgt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zur Sammlung von m Karten x Kéufe

vonnoten sind,

Pxm =) = v (Y

min{j,Nr}
N[ N[[ rz—1
% Z (7‘1) (N -—m+4+j— 7’1) (V[H’N—mﬂ_rl] (n))

T[:maX{(),j—N[I}

X (1 - ’V[TI,N—m-I—j—TI](n)) . (60)

N—m—i—j—l)

Zudem ergibt sich aus Gleichung (59) die erwartete Zahl an erforderlichen Stichpro-

benziigen:

Bt = Sy (N
min{j,N;}

D SN (0 [ s
Tr N-m+j—rr)1— 'Y[m,N*mﬂ'*?’I](n)

rr=max{0,j—Nyrr}

Der z-te Kaufakt erreicht gerade dann das Ziel, m verschiedene Karten zu sammeln, wenn
die ersten x—1 Tiiten weniger als m unterschiedliche Bilder lieferten und das z-te Péckchen
mindestens die noch bendétigten Karten enthélt. Hierbei héngt die Wahrscheinlichkeit
dafiir, Auy, Karten des Typs I zum ersten Mal zu erhalten, zum einen von der Anzahl
der schon gesammelten Karten dieses Typs und zum anderen von der Anzahl der Typ I -

Karten in der z-ten Tiite ab. Ahnliches gilt fiir die Karten des zweiten Typs.
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Somit ist es moglich, unter Riickgriff auf Gleichung (50) und die dort angegebenen Start-
werte, die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion (60) rekursiv zu berechnen:

P(X(m) = x)

m min{Ny,uz_1} min{n,N—ug_1} min{Aug,Nr—ur z—1}

=D 2 2. 2

ug—1=max{0,m—n} ur z_1=max{0,Nr;—uz_1 Aug=m—uz—1 Ausz=max{0,Auz—Nrr+uz_1+ur o1}

n—Auz+Aug 1

X Z P(AUI,x = Aul,m | ‘/I,r = VUIz, Ul,x—l = ul,x—l)

v, e =Aus 4

XP(AUII,I = Auz - Au[,x ’ ‘/II,x =N — Vg, UII,:rfl = Ug—1 — u[,xfl)

XP(VI,x = Ul,z) : P(Ul,z—l =Urp-1,Urrz-1 = u[[,a:—l)

=303 35 30 o UML) [CWR GO B

Ul
Ug—1 UT xz—1 Aug Aul,z VI,z ’

-1
« Nip— g1 + urgz—1 Ug—1 — UTz—1 Nir
Auy — Aug n—vre — Auy + Aur, ) \n— v,

Xﬁ[v,,w,o,o] : P(Ul,x—l =Ure—1,Urrp—1 = uII,a:—l)- (61)

Beispiel 4.10 Fiir die Bilderserie aus Beispiel 4.3, welche drev Bilder beinhaltet, die bei
erstmaligem Ziehen halb so oft in die Tiite verpackt werden wie die tibrigen 495 Kar-
ten, wurde mithilfe der Gleichungen (50) und (61) die Wahrscheinlichkeitsverteilung von
X (498) bestimmt. Diese ist in Abbildung 6 dargestellt. Offensichtlich verlagert die Ver-
knappung der drei Karten die Wahrscheinlichkeitsmasse nach rechts: Tendenziell sind
mehr Kaufakte nétig, um das Album zu fillen, als dies bei der ,fairen® Titenfillung in

Beispiel 3.5 der Fall war. Tatsdchlich errechnet sich der Erwartungswert der Verteilung
zu 495.027.

Sehr viele Sammler, die jeweils fiir sich ihre Sammlung komplettiert haben, werden dazu
durchschnittlich 247.51 € fiir 495.027 Pickchen ausgegeben und am Ende im Schnitt
2967.189 doppelte Bilder vorliegen haben. Das 95%-Quantil der Verteilung liegt bei 688,
was bedeutet, dass ca. 95% der letztlich erfolgreichen Sammler nicht mehr als 688 Tiiten

erwerben mussten, um thr Ziel zu erreichen.
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Abbildung 6: Wahrscheinlichkeitsverteilung von X (498) bei zu 7er-Gruppen verpackten

Karten mit zwei unterschiedlichen Auswahlwahrscheinlichkeiten

Natiirlich beeinflusst das Ausmaf$ der Verknappung der selteneren Bilder die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von X (N). Betrachten wir allgemein N; Karten, deren Auswahlwahr-
scheinlichkeit z; das g-fache (g < 1) der Auswahlwahrscheinlichkeit der restlichen Nj; =

N — N; Karten zj; betrdigt, so muss gelten:
! _ _
N[~Z[+NH'Z[[:1 = Z][:(N—(l—g)N]) 1, Z]:g-(N—(l—g)N[) 1.

Wie sich ber Ny = 3 selteneren von insgesamt 498 Karten der Erwartungswert sowie das
95%- und das 99%-Quantil der Verteilung der zur Fillung eines leeren Sammelalbums
ndatigen Tiitenkiufe in Abhdingigkeit von g=' (dem Inversen der Gewichtung g) verdndern,

zeigt Abbildung 7.

Ywéchst: Je rarer die drei Karten sind,

Wie zu erwarten war, steigen alle Grofien, wenn g~
desto mehr verlagert sich die Wahrscheinlichkeitsmasse nach rechts; der Erwartungswert

und die Werte der 95% und 99%-Quantile nehmen zu.
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Abbildung 7: Erwartungswert, 95%- und 99%-Quantil der Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X (498) bei einem Stichprobenumfang von sieben, in Abhdngigkeit vom Inversen der

Gewichtung g der Auswahlwahrscheinlichkeit der drei selteneren Bilder

Die Grafik macht aber auch deutlich, dass der Einfluss einer Verdnderung von g~' um
eine Finheit zundchst geringer ist als bei einem héheren g=t. In dem wvon uns vorste-
hend betrachteten Fall dreier Karten mit halber Auswahlwahrscheinlichkeit z; = 0.5zpp,
d. h. g7t = 2 sind der Erwartungswert sowie das 95%- und das 99%-Quantil demnach
gegendiber der Ausgangslage gleichwahrscheinlicher Karten (=1 = 1) weniger stark gestie-
gen als dies z. B. ausgehend von deutlich knapperen Bildern z; = 0.1z7; (mit g=! = 10)

bei einer Erhéhung von g+

auf 11 der Fall gewesen wire. Offensichtlich werden gewisse
Ungleichheiten bei der Bestiickung zundchst noch dadurch abgefedert, dass zur Fiillung
eines kompletten Albums ohnehin deutlich mehr als 498 Bilder (bzw. 72 Titen) erworben
werden miissen. Die vielen Kdufe bieten dann aber die Gelegenheit, auch auf die etwas
selteneren Bilder zu stofien. Fine leichte Verknappung hat deshalb kaum Auswirkungen.
Erst wenn g=! schon deutlich gréfer ist und die raren Bilder bereits einen deutlichen Eng-
pass darstellen, schldgt die weitere Reduzierung von deren Auswahlwahrscheinlichkeit voll
durch. Dies erkennt man an den anndhernd linearen Abschnitten in den Entwicklungen
der drei Gréfen. Fiir den Erwartungswert setzt dieser Bereich ab ca. g=' = 10 ein, beim
95%- und 99%-Quantil ist dies bereits bei etwa g~ = 3.5 bzw. g~' = 3 der Fall. Die
vollen Auswirkungen der Verdnderung von g=' kommen in Randbereichen der Verteilung

von X (498) also schon friher zum Tragen.
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Bemerkenswert ist bei den Quantilen nicht nur der schnellere Ubergang zu einer fast
linearen Form. Auch sind die Steigungen der Kurven deutlich hoher. So betragt fir das
99%-Quantil die Steigung in diesem anndhernd linearen Bereich ca. 400.7; eine Erhohung

Y um Eins lisst das 99%-Quantil also um etwa 400.7 Karten ansteigen. Demge-

von g~
geniiber betragen die Steigungen fir das 95%-Quantil 287 und fiir den Erwartungswert
127. Der FEinfluss der Auswahlwahrscheinlichkeiten der selteneren Karten ist demnach
fiir diejenigen Gréfien der Verteilung, die sich auf die Randbereiche beziehen, wesentlich

starker.

Hat ein Sammler in 2’ Tiitenkdufen bereits die durch die Menge U, gegebenen Karten
erworben, dann koénnen nur noch diejenigen N — |U,/| Ereignisse B; aus (1) eintreten, die
sich auf die bislang noch nicht vorliegenden Bilder £ \ U, beziehen. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass nach insgesamt  Kaufakten hochstens N —u, dieser Ereignisse tatsachlich ein-
getroffen sind und somit mindestens u, verschiedene Karten gesammelt werden konnten,

betrigt

P(Usz 2ty | Up) = Bi<N—ua,N— 4]

T il ,
- - (YT T G (62)

j=1 AC(E\U)
[A|=N—ug+j
Als Differenz der Wahrscheinlichkeiten P(U, > m | Uy) und P(U,—1 > m | U,) ergibt
sich dann folgende bedingte Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion fiir die Anzahl der bis

zum Erwerb von m verschiedenen Bildern nétigen Stichprobenziige:

- o /
P sty = Y 0 (VTS Gt = ).

N—m
AC(E\U,)

|A|=N—m-+j
Der bedingte Erwartungswert von X (m) liegt bei
m ) =X — E—
= N —m

AC(EU,) 1 =74(n)
|A|l=N—m+j

Beispiel 4.11 Befanden sich im ersten erworbenen Z2er-Pdckchen die beiden hdufigsten
Karten der in Beispiel 4.1 eingefiihrten Miniserie (die Nummern 3 und 4), so kann man

gemdf Gleichung (63) und den in Beispiel 4.2 bestimmten Ausschlusswahrscheinlichkeiten
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erwarten, dass insgesamt

1 1 1
B(X(A) |t ={3,4}) = 1+ + -
( =134 L—y3(2)  1—72(2) 1-702(2)
o 1 . 1 1
- 1—0.7654762 ' 1— 05587302 1 — 0.3714286
— 5.939238

Tiitenkdufe notig sein werden, um die Serie zu komplettieren. Sollten stattdessen nach
dem einen Kaufakt bereits die Bilder mit den Nummern 1 und 2 vorliegen, dann betrdgt

die durchschnittliche Anzahl aller benotigten Pdckchen lediglich
1 1 1

E(X(4) | U ={1,2}) = 1+ + -
( |t =112} L—3(2)  1T=794(2) 1-734(02)
1 1
-1 _
+ 1 —0.3916667 + 1 —0.284127 1 —0.0472222
= 2.991169.

Dieses Ergebnis korrespondiert mit der aus Beispiel 4.6 bekannten Tatsache, dass im zwei-
ten Fall die erwartete Anzahl der nach insgesamt drei Kdufen vorliegenden Sammelkarten

hoher ist als im ersten Fall.

Natiirlich werden auch zur Berechnung der bedingten Grofien weniger unterschiedliche
Ausschlusswahrscheinlichkeiten benotigt, wenn mehrere Elemente der Grundgesamtheit
identische Auswahlwahrscheinlichkeiten besitzen. Liegen zwei Typen von Elementen vor,
von denen in x Kaufakten schon c¢; bzw. ¢;; Stiick gesammelt wurden, so kann Gleichung
(62) als

PU, > uy | Uy =cr, U = 1)
Uy —CI—CJT ) N—u +]_ 1
= 1- —1)! !
> (Y

j=1
min{j,N;y—cy}
% ]ZI ! (NI - 01) < N1 —crr ) (7[ ](n))x—z’
. - ri,N—uz+j—rr
rr=max{0,j—Nyr+csr} 1 N Uz T ] 1

ausgedriickt werden. Unter Verwendung der Ausschlusswahrscheinlichkeiten v, ,,,1(n)

stellt sich die bedingte Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion von X (m) dann als

P(X(m) =T | UI,:Jc’ = Cy, UII,yc’ = CH)

_ m_im(_l)jﬂ N-m+j—-1 min{j’szq} Ni—c¢
N —m T

Jj=1 rr=max{0,j—Nrr+crr}

Nir—cn z—a'—1
X (N —mt -y (’Y[TI,N—m-i-j—m](n)) (1 - 7[TI,N—m+j—7"1](n>) (64)
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dar, und der bedingte Erwartungswert von X (m) lautet

E(X(m)| Uy =cr,Une = cir) (65)
m—cCcr—cCrg ) N—m—'—j—]_
g ! _1 -]71
o Z (1) ( A )

" min{j’zN:ICI} Ni—ct Nir—crr 1
rr 1

ry=max{0,j—Nrr+crr} N=m + Jomn B PY[TI’N_m-H_TI] (n)

Ausgehend von den Startwerten (53) konnen die Wahrscheinlichkeiten (64) auch mithilfe
der Gleichungen (50) und (61) rekursiv berechnet werden.

Beispiel 4.12 Fiir unseren Sammler aus Beispiel 4.7, der nach dem Erwerb von x' Tiiten
eine der selteneren und 494 der hdufigeren Karten vorliegen hatte, betrdgt die beding-
te Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion der Anzahl der insgesamt zur Komplettierung der

Sammlung notigen Kaufe

P(X(498) =X | UI,:C’ = 17UII,:£’ = 494)

= (3) G) (o (™) (1= 0(7) + G) (é) (o)™ (1 = A0 (7))
- G) G) G ™)™ (L= () - (3) <(1)> (rea(®)”" 7 (1= 320(7)
T @) G) (Y (M) (1 = (1)

= 0.9859014% %=1 . 0.0140986 + 2 - 0.9929292%~*'~1 . 0.0070708
—2.0.9789162°% 1. 0.0210838 — 0.9859014**'~1 . 0.0140986
1+0.9719734*%' =1 . 0.0280266

Somit liegt z. B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Album mit dem hundertsten zusdtzli-
chen Kauf vollstindig zu fillen, bei 0.357%.

Gemaf$ Gleichung (65) werden viele Personen, die sich in der gleichen Lage wie der eifrige

Sammler befinden, durchschnittlich nach dem Offnen von insgesamt

E(X(498) | Upy = 1,Up; o = 494)

=+ o) W) * (O =m0 W=m
W =mm B0 =

| 9 9 1
—_ , —_— —_—
= Tt 100859014 T 109929202 1 0.9789162 1 — 0.9850014
1 !
b o0
T T 00710731~ ¢ 12236766
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Pickchen alle noch fehlenden Bilder vorgefunden zu haben.

Dieser Erwartungswert ist deutlich hoher als derjenige, der sich in Beispiel 3.6 fiir eine
Situation ergeben hatte, in der zwar auch noch drei Liicken zu fillen, alle Karten der

Serie aber gleichwahrscheinlich waren.

Die Ausdriicke fiir die bedingten Gréfien vereinfachen sich wiederum weiter, wenn nach '
Stichproben alle Elemente eines Typs mindestens einmal aufgetreten sind. Trifft dies z. B.
auf die Karten des Typs II zu, so betriagt die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir mindestens

u,, unterschiedliche Bilder nach dem z-ten Kauf
PU, > uy | Upy = cr,Urr o = Nipp)

uz—cr—Nrr .
(N —uy,+j—1 Np—¢ z—a!
- 1_ Z (—1)/ 1< N ) (N - +j> (V& —urts.01 (1))

j=1
-1 N —cr — Npg
B U, —cr — Npg

Ug—cr—Nry i Uy — Cf — NII ] R
x Z (1) j N—u,+j ('Y[N—um-&-j,O] (n)) .
j=1 v

Hieraus folgt fiir X (m) die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(X(m) =T | UI,:J:’ = Cy, UU,x/ = NU)
m—cr—N, .
_ (N—CI—NI]> i: II(_l)j_l (U/I—C[._N[I) J :
uy —cr — Nip o J N—-—m+j

z—x'—1
X (Yv-me0(n)) (1 = wv-m+j0 ()
und der bedingte Erwartungswert

E(X(m) I UI,$, == C[, UIIJJ’ = NII)
— I/+ (N_CI_NII>
m —cr — Npg

m—cy—Ny

% Z (_1)j1<m_01._N11> ] . 1 '
J N—-—m+j 1—yn_msjo(n)

Jj=1

Beispiel 4.13 Wie in Beispiel 4.8 habe unser Sammler zum Zeitpunkt x' bereits alle der

hiufigeren Bilder gesammelt, bislang aber noch keine der Karten des Typs I vorliegen. Er
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kann dann damait rechnen, nach insgesamt

E(X(498) | Uy =0,Urr e = 495)
- (- O (e
11— ’7[1,0](7) 21— 7[2,0}(7) 31— ’7[3,0](7)

3 3 1
= 2’ + 258.9263

— / .
- 1—-0.9929292 1 — 0.9859014 * 1 —0.978916

Kiufen seine Sammlung komplettiert zu haben. Diese Zahl ist nochmals grofier als diejeni-
ge in Beispiel 4.12, da der Sammler sich nach den ersten ' Kaufakten in einer ungiinsti-

geren Ausgangslage befindet.

5 Zusammenfassung

Ausgehend von den klassischen Belegungs- und Couponsammlerproblemen, welche sich
mit Stichproben vom Umfang n = 1 befassen, untersuchten wir Verallgemeinerungen fiir
das gleichzeitige Ziehen mehrerer gleichwahrscheinlicher Elemente ohne Zuriicklegen, al-
so fiir aus mehreren Sammelkarten , fair“ bestiickte Packchen. Bezogen auf die Anzahl
der nach = Packchenkéufen vorliegenden Bilder U, fithrte uns dies zum Komiteeproblem,
dessen zentrale Ergebnisse wir unter Verwendung von Ausschlusswahrscheinlichkeiten for-
mulierten. Bei der analogen Generalisierung des Couponsammlerproblems bauten wir auf
dem Vorgehen von Pdlya (1930) auf, der einen Spezialfall betrachtet hatte. Jeweils be-
trachteten wir auch die bedingten Ergebnisse, die unter Zugrundelegung des bisherigen

partiellen Sammelerfolgs gelten.

Konkretisiert an den N = 498 Panini-Sammelbildern und den je Tiite sieben unterschied-

lichen Karten konnten wir die in der Einleitung gestellten Fragen wie folgt beantworten:

1. Ein Sammler, der 100 Packchen erwirbt, kann mit ca. 377 unterschiedlichen Karten
rechnen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, exakt 377 verschiedene Bilder vorliegen zu
haben, betrigt etwa 5.65%.

2. Fehlen dem Sammler noch drei beliebige Karten, dann werden ihm 100 weitere
Kéufe durchschnittlich 2.2717 neue Bilder liefern. Mit einer Wahrscheinlichkeit von

immerhin 43.38% schafft er es, das Album zu komplettieren.

3. Die erwartete Anzahl an Kéaufen, die zum Erwerb der ganzen Serie vonnéten ist,
betragt gut 480. Bei einer grofien Anzahl an Sammlern werden aber knapp 5% von

ihnen erst mit mehr als 648 Packchen ihr Ziel erreichen.
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4. Sammler, die jeweils noch drei Liicken in ihrem Album haben, werden im Durch-
schnitt jeweils noch etwas mehr als 130 Kéufe brauchen, um diese zu fiillen. Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Sammler die Serie mit genau der hundertsten zusétzli-
chen Tiite komplettiert, liegt bei 0.593%.

Unter der Annahme von unterschiedlichen Produktionswahrscheinlichkeiten fiir die ein-
zelnen Bilder werden die Berechnungen wesentlich komplexer. Dennoch ist es moglich,
sowohl das Komiteeproblem als auch das bereits fiir beliebige Stichprobenumfénge erwei-
terte Couponsammlerproblem zu verallgemeinern. Hierbei erweisen sich die Ausschluss-

wahrscheinlichkeiten als zentrale Bausteine.

Unter der Annahme, dass drei Bilder mit - gegeniiber den anderen 495 Karten - halb so

grofler Wahrscheinlichkeit produziert werden, ergibt sich nun:

1. Zwar betragt die Wahrscheinlichkeit, durch 100 Tiitenké&ufe 377 verschiedene Bilder
zu ergattern, nach wie vor ca. 5.65%. Durchschnittlich erzielen Sammler bei diesem
Vorgehen nunmehr aber nur noch 376.8627 Karten.

2. Falls es sich bei den letzten drei noch ausstehenden Bilder gerade um die selteneren
handelt, erbringt der zusétzliche Erwerb von 100 Packchen im Mittel lediglich 1.5213
von diesen. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Kaufaktion alle Liicken fiillt, liegt bei
nur 13%.

3. Um ein jungfréuliches Sammelalbum komplett zu bestiicken, miissen erwartungs-
geméaf ca. 495 Tiiten erworben werden. Knapp 5% aller Sammler, die bis zum Ende
durchhalten, werden allerdings iiber 688 Péckchen gekauft haben.

4. Fehlen dem Sammler noch zwei der selteneren und eine der héufigeren Karten, so
benotigt er erwartungsgemafl noch knapp 223.6766 weitere Tiiten, bis er erstmals alle
Bilder vorliegen hat. Sollte es sich bei den drei noch ausstehenden Karten dagegen
um die drei knapperen handeln, dann liegt die durchschnittliche Zahl an zuséatzlich
zu erwerbenden Péckchen bei 258.9263.

Mit diesen Analysen hoffen wir, der Sammelbegeisterung keinen Abbruch getan zu haben;

wir wiinschen den Sammlern weiterhin viel Gliick.
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